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Apresentacao

O presento texto foi elaborado a partir de notas de aula para a disciplina
Programagao Linear e Aplicagbes, que o autor ministra na Faculdade de Tecnologia
do Estado de Sao Paulo - Fatec, para o curso de Anadlise e Desenvolvimento de
Sistemas.

Pensado como um primeiro contato do estudante com otimizagao matemaética,
o texto é escrito de forma clara e simples, de modo que o estudante consiga assimilar
as principais ideias de forma rapida.

Na primeira parte, iniciamos uma discussao dos tipos de problemas que estamos
interessados, e como elaborar uma modelagem matemaética adequada para esses
problemas. Na segunda parte, desenvolvemos o método grafico de solucdo para
problemas de dimensao 2. Nessa parte, revisamos conceitos basicos de geometria
analitica necessarios para o entendimento das solugoes.

O método gréifico é realizado de forma completa, com o objetivo que o aluno
entenda como métodos simples de matematica podem ser usados para a resolucao
de problemas.

Na terceira parte é apresentado ao aluno o Método Simplex Tabular. O método
é apresentado de forma detalhada de modo que, apds a introducao desse método, o
aluno sinta confortavel em realizar uma implementacao do algoritmo em qualquer
linguagem de programacao que desejar. Um exemplo de implementagao em Python

¢é apresentado no ultimo capitulo.
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Modelagem matematica



CAPiTULO 1

Introducao

Nesta secao, vamos analisar alguns problemas e discutir possiveis solucoes.

1. Problemas de programacao linear
Vamos comecar com o seguinte problema, que tem uma resolugao simples:
ExEMPLO 1 (Cadastro de clientes). Uma empresa possui um banco de dados

com cadastros e informagdes sobre clientes. Através de uma query do Sql, obtemos

uma tabela (com 10 mil linhas) com a sequinte estrutura:

Nome Coly | Coly | Cols

Andreia | 78 5 26

Paulo 50 21 6

César 5 2 25

O departamento de marketing gostaria de saber qual cliente possui maior engaja-

mento social em favor da empresa. Para isso, usa-se a férmula

E = COll + 20012 - 600[3.

Como resolver esse problema?

Esse é um caso que pode ser resolvido de forma simples. Uma solugao seria usar
uma planilha eletronica. Podemos criar uma nova coluna, chamada de F, usando a
formula E = Colj +2Cols — 6Col3. Depois bastaria ordenar a planilha pela coluna
E' e obter o nome do cliente com maior valor de E.

Outro modo de obter uma solugdo seria por meio de um procedimento de pro-

cura. Poderfamos criar um lago que vai percorrer toda a planilha (10 mil linhas)
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Capitulo 1 Programacao Linear

e para cada linha, calculamos o valor de E correspondente. Se esse valor é maior
que um j4a obtido anteriormente no lago, substituimos o valor antigo por esse novo
e guardamos o nome do novo cliente. Podemos pensar nesse processo como sendo

o seguinte algoritmo:

Algorithm 1 Simples algoritmo de procura

E + —c0
Name <+ ’None’
for L € Linhas do Ey = Coly 1 + 2Coly 1, — 6Col3 1,
if £y > E then
E EO
Name <~ Nome(L)
end if
end for

Com o algoritmo acima, podemos resolver o problema facilmente (néo conside-
rando problemas referentes a eficiéncia e tempo de execugdo).

Os problemas que estaremos interessados nesse livro sdo parecidos com o exem-
plo acima, com o adicional que podemos exigir certas propriedades das nossas
solugoes.

Essas propriedades podem fazer com que o problema nao tenha uma

solucao tao simples de encontrar. Vamos observar isso nos exemplos seguintes:

EXEMPLO 2 (Problema da dieta). Uma nutricionista precisa estabelecer uma
dieta contendo pelo menos
e 10 unidades de vitamina A,
e 30 unidades de vitamina B e

o 18 unidades de vitamina C.

Essas vitaminas estao contidas em quantidades variadas em cinco alimentos:

Vit. | Alimento 1| Alimento 2 | Alimento 8 | Alimento 4 | Alimento 5
A 0 1 5 4 3
B 2 1 0 3 2
C 3 1 0 9 0
Custo 4 2 1 10 5

Na tabela apresentamos também os custos de cada unidade de alimento.

C. S. Hida




Programacao Linear Capitulo 1

Se o objetivo é atingir as quantidades minimas de vitaminas, a nutricionista
poderia receitar a ingestdo de 10 unidades do Alimento 4. De fato, ingerindo 10
unidades do Alimento 4, temos 40 unidades de Vitamina A (4 unidades de Vitamina
A por unidade do Alimento A, logo 4 x 10 unidades de vitamina A em 10 unidades),
30 unidades de Vitamina B (3 x 10) e 90 unidades de Vitamina C (9 x 10). Essas
quantidades satisfazem o minimo que o paciente precisa (nesse caso, existe um
excesso, por exemplo de vitamina C). Observe que essa receita tem um custo total
de 10 x 10 = 100.

Uma outra receita poderia ser: 2 unidades do Alimento 3 e 15 unidades do
Alimento 1. Assim teremos 10 unidades de vitamina A, 30 unidades de vitamina
B e 45 unidades de vitamina C (verifique!!l).

Novamente, essa receita satisfaz as condigoes minimas e, além disso, essa nova
receita possui um custo total de 2 x 1 + 15 x 4 = 62. Observe que essa receita tem
um custo menor (62 contra 100).

Vocé pode tentar obter outras receitas com as combinacoes dos 5 alimentos.

O problema aqui é como criar uma receita para o paciente, de modo que as

seguintes condigoes sejam satisfeitas:

(1) As quantidades minimas de vitaminas devem ser satisfeitas e
(2) Tenha o menor custo entre todas as possiveis receitas que satisfacam a

primeira condigao.

EXERcIcIO 1. Encontre outras possiveis receitas. Em particular, tente encon-

trar uma receita com custo menor que 62.

EXAMPLE 2 (O Problema do transporte). Uma empresa responsdvel pelo abas-
tecimento semanal de certo bem as cidades de Santos e Praia Grande pretende
estabelecer um plano de distribuicdo desse bem a partir dos centros produtores si-
tuados em Suzano e Osasco.

As quantidades semanalmente disponiveis em Suzano e Osasco sdo de 170 e 150

toneladas, respectivamente. O consumo semanal previsto deste bem é de 180 ton em

C. S. Hida 9



Capitulo 1 Programacao Linear

Santos e 140 ton em Praia Grande. Os custos unitdrios de transporte (reais/ton)

de cada centro produtor para cada centro consumidor sao os sequintes:

Santos | Praia Grande

Suzano 25 16

Osasco 15 40

Podemos pensar nos custos de transporte como o resultado das condigoes das rodo-
vias, do numero de peddgios, do gasto com combustiveis e outros fatores.
O problema aqui € a determinacao de como fazer o escoamento da producdo de

modo a minimizar o custo do transporte.

O seguinte diagrama ajuda a entender o problema:

170 150

(oumsce)

Praia
Grande
140

180

As setas indicam os possiveis caminhos de escoamento do produto. Nosso
objetivo é determinar a quantidade do produto que vai percorrer cada caminho,
observando as quantidades méximas do produto nas cidades de Osasco e Suzano, e
respeitando o consumo didrio das cidades de Santos e Praia Grande.

Um exemplo de rota de escoamento: 30 ton na rota a, 140 ton na rota b, 150
ton na rota c¢ e 0 ton na rota d. Observe que as quantidades no fornecedor e as

quantidades minimas nos centros consumidores foram respeitadas.

10 C. S. Hida



Programacao Linear Capitulo 1

Sabemos o custo de transporte em cada caminho: Para cada tonelada trans-
portada na rodovia a, o custo é de 15. Se vamos transportar 30 ton, entao o custo
total para usar esse caminho é de 15 x 30 = 450, ou seja, R$ 450,00. De modo
analogo, podemos calcular o custo nas outras rodovias e obter o custo total desse

escoamento:

C =15 x 30440 x 140 + 25 x 150 + 16 x 0 = 9800

Logo, o custo desse escoamento é de R$ 9800,00. A pergunta que torna esse
problema mais interessante é: Serd que existe um escoamento, que satisfaca as
demandas e tal que o custo fique menor que R$9800,007

E na solugao dessa pergunta que vamos utilizar os métodos de programagao

linear.

EXERcicIO 3. Encontre outras possiveis rotas de escoamento. Em particular,

tente encontrar uma rota com custo menor que R$9800,00.

C. S. Hida 11



Capitulo 1 Programacao Linear

2. Exercicios

(1) Analise de investimentos: Em um banco, existem as seguintes possibilida-

12

des de investimentos:

Investimento | Retorno esperado | Duragao (anos) | Risco | volatilidade
Fixa 10% 10 5% 1%
Acboes 20% 5 20% 6%
Opcoes 50% 1 60% 12%

Um cliente gostaria de dividir o seu patrimonio nos investimentos acima.
No entanto, gostaria que
(a) Nao mais que 50% de seu patriménio na Fixa.
(b) Nao mais que 50% de seu patriménio em alta volatilidade (considere
volatilidade acima de 5% como alta).

Pelas caracteristicas do problema, gostariamos de dividir o patrimonio
do cliente nos investimentos acima, de tal forma que respeitamos as condigoes
do cliente e maximizamos seu retorno esperado.

Analise o problema e tente encontrar uma solucao para a divisao de
seu investimento, respeitando as condigoes impostas pelo cliente.

Uma marcenaria produz mesas e cadeiras. Para a produgao de uma uni-
dade de mesa, utiliza-se 2 madeiras e 3 pacotes de prego. Para a fabricacao
de uma unidade de cadeira, utiliza-se 1 unidade de madeira e 5 pacotes de
prego. Em dado instante, a marcenaria tem um estoque de 30 madeiras
e 60 pacotes de prego. Sabe-se que o lucro por cada unidade de madeira
vendida é de R$ 120,00 e o lucro por cada unidade de cadeira vendida é
de R$ 75,00. Analise as seguintes questoes:
(a) A marcenaria recebe um pedido de 10 unidades de mesas e 40 uni-
dades de cadeira. Com o estoque atual, é possivel que a marcenaria
entregue esse pedido?

(b) Qual o lucro obtido na venda de 5 unidades de mesa e 6 cadeiras?

C. S. Hida



Programacao Linear Capitulo 1

(¢) Qual o lucro obtido se a marcenaria usar todo seu estoque para a
construgao de mesas? E no caso de cadeiras, qual o lucro total?
(d) Analise o problema e tente encontrar uma solugao intermedidria que

fornega um lucro maior do que o obtido anteriormente.

C. S. Hida 13



CAPiTULO 2

Modelagem Matematica

Um cédigo em uma dada linguagem de programacgao pode ser pensada como um
conjunto de instrugdes que um compilador consegue interpretar, a fim de executar
determinada tarefa. De um modo geral, dado um problema, cabe ao analista de
sistemas, ou o programador, transformar aquele problema, geralmente escrito ou
falado em uma linguagem que o computador consiga interpretar.

De forma andloga, dado um problema de programacao linear, como aqueles
exemplificados no Capitulo 1, gostariamos de transformar esses problemas em uma
linguagem. No nosso caso, a linguagem da matematica.

Os beneficios de tal procedimento incluem a sumarizagdo dos dados apresen-
tados no texto, bem como a uma formatacdo do problema de tal forma que um
mesmo método de solugao pode ser aplicado a uma vasta gama de problemas.

Esse procedimento de traduzir um dado problema em linguagem matematica
é o que denominados de modelagem matematica. Neste capitulo, vamos iniciar
o estudo da modelagem matemaética. Mais especificamente, vamos trabalhar com

modelagem de problemas de programagao linear.

1. Introducgao

Vamos introduzir os elementos da modelagem de um problema de programagao

linear com o seguinte exemplo:

EXEMPLO 3 (Producéo com recursos limitados). Considere uma marcenaria
que produz mesas e cadeiras. Para tal, utiliza dois recursos bdsicos: Madeiras e

pacotes de pregos.

14



Programacao Linear Capitulo 2

Para a producdo de uma mesa, utiliza-se duas unidades de madeira e dois
pacotes de pregos. Jd para a producdo de uma cadeira, utiliza-se uma unidade de
madeira e quatro pacotes de pregos.

Cada mesa € vendida com lucro de R$ 200,00 e cada cadeira é vendida com
lucro de R$ 50,00. Em um dado momento, a fdbrica possui em seu estoque, 30
unidades de madeira e 60 pacotes de prego.

Deseja-se saber qual a quantidade de mesa e cadeiras que devem ser fabricadas

para que o lucro da marcenaria seja 0 maior possivel.
O primeiro ponto a observar no problema é qual o tipo de resposta esperada.

EXERcIcIO 4. Qual o tipo de resposta do problema em questdo?

(a) O wvalor de venda de cada produto.

(b) A mao de obra necessdria.

(c) As quantidades de madeiras para a produgdo.

(d) As quantidades de mesas e cadeiras para fabricagao.

(e) As quantidades de pacotes de pregos.

Embora todas as alternativas anteriores sao interessantes ao problema em
questdo, de forma objetiva, a resposta é a alternativa (d). Devemos responder
com uma quantidade de mesas e uma quantidade de cadeiras que devem ser fabri-
cadas. Podemos pensar que devemos encontrar uma quantidade x de mesas e uma
quantidade y de cadeiras que devem ser fabricas.

Determinamos assim as varidveis do nosso problema: z para a quantidade de
mesas e y para a quantidade de cadeiras. Essas varidveis sao denominadas de
variaveis de decisao. Temos assim um problema de duas dimensoes, ou bidimen-
sional, pois temos que encontrar dois valores: um para a varidvel x e outro para a
variavel y.

O segundo ponto a observar é que, no problema em questdo, nao podemos
fabricar uma quantidade arbitrdria de mesas e cadeiras. Isso se deve ao fato que

NOSSOS recursos, no caso as madeiras e os pregos, sao limitados.

C. S. Hida 15



Capitulo 2 Programacao Linear

Por exemplo, nao podemos fabricar 100 mesas. Isso se deve ao fato que, para
fabricar 1 mesa, necessitamos de 2 unidades de madeira. Logo, para fabricar 100
mesas seria necessario 200 unidades de madeira. Como temos apenas 30 unidades

de madeira, nao é possivel fabricar 100 mesas.

EXERcICIO 5. Determina a quantidade de pacotes de pregos necessdrios para a

producdo de 100 mesas.

Como o exercicio acima mostrou, outra limitagao é em relagao a quantidade de
pacotes de pregos utilizados. O que acabamos de observar é que as quantidades de
mesas e cadeiras que podemos produzir é limitado, ou seja, os valores das varidveis
x e y devem ser limitados e essa limitacao é devida a quantidade de madeiras e
pacotes de pregos que temos.

Como podemos escrever essas limitagoes?

EXERcCicIO 6. Determine a quantidade de madeiras e pacotes de pregos utili-

zados na produgao de 10 mesas e 7 cadeiras.

Vamos fazer a seguinte tabela para facilitar nossa leitura:

Mesa | Cadeira | quantidade

Madeira 2 1 30

Pregos 2 4 60

Lucro 200 50

A tabela acima sumariza as informagoes contidas no texto e auxiliam no pro-

cesso de modelagem. Vamos encontrar a resposta do Exercicio [6} Primeiro, vamos
encontrar a quantidade de madeira necessaria. Para cada unidade de mesa, neces-
sitamos de 2 unidades de madeira. Logo, para fabricar 10 mesas, serd necessario
2 x 10 = 20 unidades de madeira. No caso das cadeiras, necessitamos de 1 unidade
de madeira para cada unidade fabricada. Logo, serd necessario 1 x 7 = 7 unidades
de madeira. Somando as quantidades de madeira na fabricacao de mesas e cadeiras,

concluimos que serd necessario

2x10+1x7=27
16 C. S. Hida



Programacao Linear Capitulo 2

unidades de madeira para fabricar 10 mesas e 7 cadeiras.

Agora, voltamos para calcular a quantidade de pacotes de pregos: Para cada
mesa, utiliza-se 2 pacotes de pregos. Assim, para 10 unidades de mesa, serd ne-
cessario 2 X 10 = 20 pacotes de prego. De forma andloga, para cada unidade
de cadeira, utiliza-se 4 pacotes de prego. Logo, para 7 cadeiras serd necessario

4 x 7 = 28 pacotes de prego. Assim, para a produgio total necessitamos de

2x10+4x7=48

pacotes de prego.

Assim, para produzir 10 mesas e 7 cadeiras serd necessario 27 unidades de
madeira e 48 pacotes de prego.

Poderiamos fazer uma nova pergunta: Quantas madeiras e quantos pacotes de
prego sao necessarios para produzir 15 mesas e 4 cadeiras? e no caso de 9 mesas e
10 cadeiras?

Podemos raciocinar como anteriormente, mas podemos ao invés disso usar nos-

sas variaveis = e y.

EXERCICIO 7. Escreva um método (fungdo) que recebe como entrada dois valo-
res x ey e retorna as quantidades de madeiras e pacotes de prego necessdrios para

a produgao de x quantidades de mesas e y quantidades de pregos.

Lembrando que z é a quantidade de mesas e y é a quantidade de cadeiras, qual
a quantidade de madeiras necesséria para tal produgao?

Quando estudamos o caso de 10 mesas e 7 cadeiras, ou seja, quando =z = 10 e
y = 7, vimos que a quantidade de madeira necesséria era de 2 x 10+ 1 x 7. Assim,
substituindo os valores 10 e 7 por = e y chegamos que a quantidade de madeiras

necessaria é de

(2.1) 2xz+1xy
C. S. Hida 17



Capitulo 2 Programacao Linear

A expressdo acima fornece de forma genérica (ou se preferir, uma férmula)
a quantidade de madeira necessaria para produzir z quantidades de mesas e y

quantidades de cadeira.

EXEMPLO 4. Qual a quantidade de madeiras necessdrias para a producao de 5
mesas e 4 cadeiras?
Como ja temos a equacdo que determina a quantidade de madeira, basta

substituir os valores x =5 e y = 4 para obter
2x5+4+1x4=14.

Assim, necessitamos de 14 unidades de madeira.

EXERcic1O 8. Com o mesmo raciocinio que chegamos a expressdao que fornece a
quantidade de madeira para a fabricacao de x quantidades de mesas e y quantidades
de cadeiras, conclua que a expressao para a quantidade de pacotes de pregos € dada

por

(2.2) 2xx+4xy

As equagoes 2.1] e 2.2] fornecem as quantidades de madeiras e pregos em funcao
dos valores = e y, que sao as quantidades de mesas e cadeiras. Como em nosso
estoque temos 30 unidades de madeira e 60 unidades de pacotes de pregos, as
quantidades de madeiras e pregos nao podem ultrapassar esses valores. Assim
temos que a quantidade de madeira, dada por 2 X z + 1 X y deve ser menor que 30,
ou seja

2xx+1xy<30
e da mesma forma, a quantidade de pregos utilizados, dada por 2 x z + 4 X y deve

ser menor que 60, ou seja

2xx+4xy <60

Assim, temos duas restrigoes

18 C. S. Hida



Programacao Linear Capitulo 2

2v + y <30
2z 4+ 4y <60
As restricoes acima representam matematicamente as restricbes de recursos
para o nosso problema. A primeira inequacao representa a restricdo em relacao
a quantidade de madeira e a segunda restricao representa a restricao em relagao
a quantidade de pacotes de pregos. Os valores que devemos fornecer, ou seja, os
valores das varidveis e y devem satisfazer simultaneamente as duas restrigoes
acima. Uma outra restricao ébvia é que as quantidades =z e y nao podem ser
negativas: Nao faz sentido produzir —3 mesas!!!
Assim, devemos ainda adicionar as condigées © > 0 e y > 0 e obter nosso

conjunto de restrigoes:

2c + y <30
2¢r 4+ 4y <60

T >0

y 20

EXERciciO 9. Usando as restri¢oes acima, crie um método que recebe dois
valores x e y e retorna Verdadeiro se esses valores satisfazem a todas as inequagoes

acima ou Falso em caso contrdrio.

Nosso problema agora é a determinacao de dois valores, x e y que satisfagam
a todas as restrigoes e ainda que maximiza o lucro da marcenaria. A ultima parte
do processo de modelagem é justamente o cédlculo do lucro.

Sabemos que a cada unidade vendida de mesa, temos um lucro de R$ 200,00.
Logo, se vendermos 2 unidades, teremos lucro de 200 x 2 = 400. Se vendermos
6 unidades, teremos lucro de 200 x 6 = 1200. Assim, se vendermos x unidades,
teremos lucro de 200 x .

Do mesmo modo, o lucro pela venda de cada cadeira é de R$50,00. Assim, o

lucro na venda de y quantidade é 50 x y.

C. S. Hida 19
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Somando os lucros das mesas e das cadeiras temos a fungao lucro total L que

é dada por

L =200 x z+ 50 x y.

A funcao L é denominada de fungao objetivo e o objetivo é maximizar essa
funcao.
Podemos resumir agora nosso problema nas seguintes condigoes:
(1) Queremos encontrar dois valores x e y tais que

(2) Satisfagam as restrigdes

2 + y <30
2 4+ 4y <60
T >0

y >0

(3) e maximizem a fungao objetivo L = 200 x x + 50 X y.

Acabamos de terminar nosso processo de modelagem. Transformamos todas as
informacoes contidas no enunciado em uma linguagem matematica de facil leitura.

Vamos passar agora as defini¢oes formais:

2. Definicoes

Vamos agora definir a forma geral de um Problema de Programagao Linear.
Vamos dividir em trés partes

Parte 1 - Variaveis de decisao: i, zs, - T,. E a forma da resposta para
o problema. No exemplo das mesas e cadeiras, as variaveis de decisao eram z para

quantidade de mesas e y para a quantidade de cadeiras.
EXERcicio 10. Retorne ao Exemplo@ e determine as varidveis de decisao.

Parte 2 - Conjunto de restrigoes: O conjunto de restrigoes esta relacionado
a escassez de recursos, como por exemplo a quantidade de capital para um deter-

minado investimento, a quantidade de insumos no estoque para a produg¢ao, a mao
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de obra disponivel em uma fabrica, o tempo total para a execucao de determinado

servico e etc.

Podemos escrever de forma genérica o conjunto de restrigoes:

a1+ a12T2 o GiaZn, < (>) b
T e
an1T1 + Anp2T2 -+ Apndnp S (Z) bn

Observe que cada linha pode ser uma inequagao da forma < ou >, como também

pode ser uma igualdade.
ExERrcicio 11. Retorne ao Exemplo e determine o conjunto de restrigcoes.

Parte 3 - Funcao Objetivo: Fungao que queremos maximizar ou minimizar.
Pode ser o lucro, o custo, o tempo, entre outros.

Nos problemas que vamos considerar, a funcao objetivo tem a forma geral

C=cir1 +coxo+ - Cpn
EXERcicIO 12. Retorne ao Exemplo@ e determine a fungao objetivo.

De forma resumida, o processo de modelagem de um problema de programacao
linear nos leva a seguinte forma geral:
(1) Variaveis de decisao: z1, - ,zy,.

(2) Restrigoes:

a1+ a12T2 o GiaZn < (>) b
T
Ap1T1  + Q2T 0 Appln, < () by

(3) Funcgao Objetivo:

C=cir1 +coxo+ - Ccpan

Maximizar (ou minimizar).
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EXEMPLO 5. No Ezemplo [J sobre as mesas e cadeiras, chegamos a seguinte

modelagem:

(1) Varidveis de decisdo: z e y.

(2) Restri¢oes:

2z + y <30
2 + 4y <60

T >0

Y >0

(3) Fung¢do Objetivo: L =200z + 50y. Mazimizar.

EXEMPLO 6. Vamos fazer a modelagem do seguinte problema de dieta: Uma
nutricionista precisa indicar a um paciente uma receita contendo ao menos 50 uni-
dades de vitamina C e 80 unidades de vitamina D. Para tanto, ela pode indicar a
ingestao do alimento A e do alimento B. A tabela sequinte indica as quantidades

de vitaminas em cada alimento e seu respectivo custo unitdrio:

Alimento A | Alimento B
Vitamina C 8 3
Vitamina D 5 4
Custo R$ 4,00 R$ 3,00

A nutricionista deseja prescrever uma receita de tal forma que as quantidades
minimas sejam suprimidas e que o custo dessa receita seja o menor possivel para
seu pactente.

Vamos realizar as trés partes do processo de modelagem: Varidveis de decisao,
restri¢oes e fungao objetivo.

Comecamos com as varidveis de decisao: Temos que fornecer uma receita, que
no caso € a quantidade de cada alimento que o paciente deve ingerir. Como temos

2 alimentos (A e B), € natural pensar em 2 varidveis:

(1) = para a quantidade de alimento A.

(2) y para a quantidade de alimento B.
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Como restri¢oes, temos as quantidades minimas que devem ser ingeridas: 50
unidades de vitamina C e 80 unidades de vitamina D.

Para vitamina C, uma dieta com x quantidades de alimento A e y quantidades
de alimento B fornecem 8x + 3y de vitamina C (por qué ?). Como essa quantidade

deve ser maior que 50, temos a restricdo
8x + 3y > 50.

Da mesma forma, para vitamina D, temos um total de bx + 4y de vitamina D
em uma receita com x quantidades de alimento A e y quantidades de alimento B.

Como a quantidade minima de vitamina D deve ser 80, temos a restricao
5z + 4y > 80.

Para concluir as restricoes, lembrando que essas quantidades devem ser positivas,

ou seja, x >0 ey > 0. Podemos agora escrever nosso conjunto de restri¢oes:

8 + 3y >50
5 + 4y >80

T >0

y >0

Para concluir a modelagem, vamos definir nossa func¢do objetivo. Queremos
nesse caso minimizar o custo da receita, que nesse caso € dada por C' = 4x + 3y.

Podemos agora organizar a modelagem do problema:

(1) Varidveis de decisdo: z e y.

(2) Restrigoes:

8¢ + 3y >50
5 + 4y >80

T >0

y =20
(3) Fungao Objetivo: C = 4z + 3y. Minimizar.
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ExERcicio 13. Faca a modelagem do Problema de dieta do Exemplo @

Para encerrar o assunto de modelagem, vamos falar um pouco sobre o conceito
de solugao.

Temos basicamente dois tipos de solugoes:

(1) Uma solugdo vidvel é uma solucao que respeita todos os critérios de
restrigoes. Exemplo: No problema das mesas e cadeiras, é possivel fabricar
2 mesas e 1 cadeira (Verifique que de fato, x = 2 e y = 1 satisfaz todas as
restrigbes do problema).

(2) Uma solugao 6tima é uma solugdo vidvel que atende ao critério de ser

méximo (ou minimo) para a funcao objetivo.

A resposta final para os problemas de programacao linear é a solucdo étima.
E a melhor solucao entre todas as possiveis. No problema das mesas e cadeiras, é
a quantidade de mesas e cadeiras que podem ser produzidas e que retorna o maior
lucro possivel para a marcenaria.

No caso da dieta, é a quantidade de alimentos que devem ser ingeridas, de tal
forma que as quantidades minimas de vitaminas sejam suprimidas e ainda resulta
no menor custo possivel de receita.

Uma solugao viavel é geralmente facil de fornecer. No capitulo seguinte vamos
visualizar o conjunto de todas as possiveis solugoes vidveis. No caso de solugao
otima, vamos ter que estudar métodos para obter a solugao étima. Nos capitulos
seguintes, vamos estudar o método grafico para encontrar a solugao étima em casos
particulares (dimensao 2 e 3) e o método mais geral, denominado de Simplex, para

problemas de qualquer dimensao.

3. Exercicios

(1) Analise de investimentos: Em um banco, existem as seguintes possibilida-

des de investimentos:
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Investimento | Retorno esperado | Duracao (anos) | Risco | volatilidade
Fixa 10% 10 5% 1%
Acoes 20% 5 20% 6%
Opgoes 50% 1 60% 12%

Um cliente gostaria de dividir o seu patrimonio nos investimentos acima.
No entanto, gostaria que
e Nio mais que 50% de seu patrimoénio na Fixa.
e Nao mais que 50% de seu patriménio em alta volatilidade (considere
volatilidade acima de 5% como alta).

(a) Defina as variaveis de decisao do problema.

(b) Determine o conjunto de restrigoes.

(c) Encontre uma solugido vidvel.

(d) Encontre a fungao objetivo.

(2) Uma marcenaria produz mesas e cadeiras. Para a producgdo deu uma
unidade de mesa, utiliza-se 2 madeiras e 3 pacotes de prego. Para a
fabricacao de uma unidade de cadeira, utiliza-se 1 unidade de madeira e
5 pacotes de prego. Em dada instante, a marcenaria tem um estoque de
30 madeiras e 60 pacotes de prego. Sabe-se que o lucro por cada unidade
de madeira vendida é de R$ 120,00 e o lucro por cada unidade de cadeira
vendida é de R$ 75,00.

(a) Defina as varidveis de decisao do problema.

(b) Determine o conjunto de restrigoes.

(¢) Encontre uma solugao vidvel.

)

(d) Encontre a fungao objetivo.
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CAPiTULO 3

Introducao

Na segao anterior, estudamos a modelagem matema&tica para problemas de
programacao linear. Em resumo, devemos encontrar uma solugao viavel que maxi-
miza/minimiza a fun¢do objetivo. O objetivo deste capitulo é estudar problemas de
dimensao 2 e um método especifico para a resolucao destes problemas. Veremos que
tal método é interessante pois é realizado com uma grande interpretacao gréfica,
motivo pelo qual é denominado de método gréfico.

Vamos estudar meios de desenhar o conjunto de todas as solugoes vidveis e
depois disso, vamos encontrar a solucao 6tima de forma visual.

Esse método ¢é indicado em problemas de dimensao 2, e também é possivel
de ser realizado para problemas de dimensao 3. Como veremos no desenvolver da
metodologia, para dimensées maiores que 3 o método fica visualmente complicado,
pois terfamos que visualizar objetos em dimensdes maiores que 3. Apesar disso,
esse método é de extrema importancia pois langa as bases para o método Simplex
que estudaremos no proximo capitulo.

Para desenvolver o método grafico, necessitamos fazer uma revisao de conceitos
bésicos da geometria analitica. Comecamos fazendo uma revisao de retas e hiper-
planos. Veremos depois que o conjunto de solugdes viaveis pode ser encontrado
como uma intersecgao de hiperplanos. Por fim, veremos que o comportamento da
funcao objetivo permitirad encontrar a solucao étima no gréfico.

Concluimos o capitulo com um exemplo completo da aplicagao do método

grafico em um problema de programacao linear.
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Retas e Hiperplanos

Vamos fazer uma pequena revisao de geometria analitica. Comegamos com o

plano cartesiano:

1. Plano cartesiano

O plano cartesiano é uma representagao grafica do espago de duas dimensoes.

Podemos pensar como sendo o produto cartesiano da reta real R com ele mesmo,

ou seja, como o conjunto R2.

Cada elemento é um par ordenado da forma P = (z,y).

[N

Assim, podemos pensar

em um sistema de coordenadas, similares as coordenadas geograficas, para localizar

0s pontos.
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No desenho acima, temos a representacao do ponto P = (2,3). Essa repre-
sentacao é construida da seguinte maneira: Primeiro, consideramos a primeira co-
ordenada do ponto P, ou seja, o nimero 2. Tragamos uma reta vertical na posi¢ao
2 do eixo x (também denominado de eixo das abcissas). Depois, consideramos a
segunda coordenada do ponto P, ou seja, o numero 3, e tracamos agora uma reta
horizontal na posigao 3 do eixo dos y (também denominado de eixo das ordenadas).

O cruzamento dessas duas retas é onde esta localizado o ponto P.

EXERcIcCIO 14. Faca a localizacdo dos seguintes pontos no plano cartesiano:
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Programacao Linear

[

OBSERVAGAO 7. Nas coordenadas de um ponto, a primeira coordenada sempre

se refere ao eizo x, e a sequnda sempre se refere ao eiro y. Observe no exercicio

anterior que os pontos Z = (0,1) e W = (1,0) sdo distintos.

2. Retas

2.1. Equacao da reta. E facil desenhar uma reta qualquer no plano cartesi-

ano. Basta selecionar dois pontos distintos e depois tracar uma reta ligando esses

dois pontos.

Como exemplo, selecionamos dois pontos quaisquer, P = (3,2) e Q = (=2, —2)

30
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Depois basta desenhar uma reta ligando esses dois pontos:

Para os nossos problemas, queremos obter retas que sao definidas através de
expressoes algébricas. Mais especificamente, vamos considerar uma equagao da

reta:

DEFINIGAO 8. Uma equagdo da reta no plano € uma equagdo da forma

ar+by+c=0

com a, b, c nimeros reais.

ExeEmMPLO 9 (Exemplo de equagtes da reta). Cada uma das equagdes abaizo
representa uma reta no plano cartesiano:
(1) 2z +4y+5=0.
(2) x—y+10=0.
(3) —x+2y=0.

ExpPLICAGAO 10 (Uma explicacdo sobre a equagao da reta). Uma equagdo da
reta € a relagdo algébrica que todos os pontos (x,y) devem satisfazer para pertencer
a reta. Assim, um ponto (e, f) pertence a reta ax + by + ¢ = 0 se, e somente se,

ae+bf +c=0.
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Os seguintes exemplos ajudam a compreender a equagao da reta:

ExempLO 11. Considere a equagdo da reta 2z +y — 2 = 0. O ponto (1,0)
pertence a reta?

Para que este ponto pertenca a reta, devemos substituir os valores de x e y na
equagao da reta 2z +1y—2 = 0 pelos valores x =1 e y = 0 e verificar se a igualdade
€ verdadeira. Fagamos isso:

Substituindo x por 1 e y por 0 na equagao 2x +y — 2 = 0 teremos

2x140-2=0

e resolvendo o lado esquerdo, chegamos a

0=0.

Como a igualdade acima € claramente verdadeira, entdo o ponto (1,0) pertence

a reta.

ExeEmpPLO 12. Considere a equagdo da reta 2x +y — 2 = 0. O ponto (1,3)
pertence a reta?
Vamos proceder como no exemplo anterior. Vamos substituir x por 1 ey por 3
na equacgao 2x +y —2 =0:
2x141-2=0

e resolvendo o lado esquerdo, temos que

1=0

Como a igualdade acima € claramente falsa, concluimos que o ponto (1,3) ndo

pertence a reta dada.

ExERcicio 15. Considere a equacio da reta v —y + 2 = 0. Verifique se os
pontos sequintes pertencem a reta:

(1) P = (1,0).
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2) @=(0,2).
(3) Z = (—6,4).

EXERciciO 16. Dada a equagdo da reta 2x —y — 2 = 0, construa em pseu-
docodigo uma fungao que recebe como input dois valores x e y e retorna Verdadeiro,

se o ponto (x,y) pertence a reta e retorna Falso caso contrdrio.

ExempLO 13. Considere a equagdo da reta 2x +y — 2 = 0.

Qual deve ser o valor de x para que o ponto (x,5) pertenca a reta?

Seguindo o mesmo raciocinio anterior, para que o ponto (x,5) pertenca a reta,
quando substituimos na equagao 2x +y — 2 = 0, devemos ter uma igualdade verda-
deira.

Assim, substituindo x por x e y por 5 na equa¢do, devemos ter

26 +5—-2=0

e resolvendo o lado esquerdo, temos que

20 4+3=0

ou seja, x = %‘3

Logo, para que (x,5) pertenca a reta, devemos ter x = %‘3

ExERcicio 17. Considere a equagdo da reta 2x +y —2 = 0.

Qual deve ser o valor de x para que o ponto (x,0) pertenca a reta?

2.2. Desenhando a reta a partir da equacao da reta. Considere a equagao
da reta 3x + 2y — 5 = 0. Como é a representagao desta reta no plano cartesiano?

No inicio dessa secao, vimos que basta dois pontos distintos para se desenhar
uma reta no plano cartesiano. Assim, para desenhar a reta que esta representada
pela equagao da reta 3z + 2y — 5 = 0, basta encontrarmos dois pontos distintos que
pertencam a essa reta.

Vimos nos exercicios anteriores como encontrar os valores de y, dado z, para

que o ponto (x,y) pertenga a reta. Por exemplo:
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Consideremos o valor x = 1. Assim, substituindo na equagéo da reta 3z + 2y —
5 = 0 teremos

3x142y—5=0

e resolvendo o lado esquerdo, temos

2y—2=0

Logo, devemos ter y = 1. Assim, o ponto z = 1 e y = 1, ou seja, o ponto
P =(1,1) pertenga a reta.

Vamos encontrar agora um outro ponto. Vamos tomar novamente um valor de
x qualquer, mas desta vez, tem que ser um valor de x diferente de 1, pois ja usamos
o valor 1 para obter o primeiro ponto.

Consideremos x = 5. Assim, substituindo na equagao da reta 3z +2y — 5 =0
teremos

3x5+2y—5=0

e resolvendo o lado esquerdo, temos

2y +10 =0

Logo, encontramos que y = —5. Temos assim outro ponto de coordenadas
Q= (5.-5).

Com o procedimento acima, encontramos dois pontos P = (1,1) e @ = (5, —5)
que pertencem a reta. Agora basta desenhar esses dois pontos no plano cartesiano

e desenhar uma reta ligando esses dois pontos:
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OBSERVAGAO 14. Para a construcgdo da reta acima, tomamos os pontos x = 1
e depois x = 5. Esses pontos podem ser escolhidos de forma arbitrdria (aleatdria).
Nao existe nenhuma particularidade na escolha dos pontos © = 1 e x = 5. Po-
deriamos ter escolhido os pontos x = 0 e x = —2. Teriamos pares de pontos
diferentes, mas o desenho da reta seria o mesmo!

O que deve ser respeitado € que devem ser distintos. Isso se deve ao fato que

queremos encontrar dois pontos distintos P e Q.

Dica 15. Como mencionado na observagdo acima, podemos escolher dois valo-
res distintos quaisquer de x para encontrar os pontos que pertencam a reta. A dica
€ optar por nao escolher valores muito grandes, pois isso implicaria em desenhar
um plano cartesiano grande, ou usar algum tipo de escala. Geralmente valores entre

-10 e 10 sao suficientes.

C. S. Hida 35



Capitulo 4 Programacao Linear

3. Hiperplanos

Quando estudamos problemas relacionados a programacao linear, em especial
na modelagem matematica de problemas, vimos que o conjunto de restrigoes geral-
mente é dado por inequagoes. Nesta secao, vamos estudar os hiperplanos, que sao

representacoes geométricas de desigualdades.

3.1. Hiperplanos. Considere a reta * —y = 0. Podemos desenhar a reta,

como feito na segao anterior, obtendo o seguinte grafico:

-1

-2

-3

Essa reta separa o plano cartesiano em trés partes: A parte azul, a parte
vermelha e a parte cinza.
O ponto P = (1,4) esta na parte azul, o ponto ¢ = (3,1) esta na vermelha e o

ponto Z = (—3, —3) esta na parte cinza, exatamente sobre a reta.
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Sabemos que os pontos que estdo sobre a reta (na parte cinza), como o Z =
(—3,-3), tem a propriedade que suas coordenadas satisfazem a equagdo da reta,
ou seja ¢ — y = 0 (Verifique para 7).

O que podemos dizer das outras partes?

Vamos olhar a parte azul. Vimos que o ponto P = (1,4) pertence a essa parte.

Se substituirmos suas coordenadas na expressao x — y vamos obter
1-4=-3<0

Ou seja, se substituimos as coordenadas do ponto P na expressao que define a
equagao da reta, obtemos um valor que é menor do que zero.

O fato interessante é que nesse caso, qualquer ponto que esta no lado azul tem
essa mesma propriedade, ou seja, a expressao x — y tomara valor menor que zero.

Por exemplo, considere o ponto P’ = (3,5). Assim, calculando z — y com essas
coordenadas vamos obter

3-5=-2<0
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Logo, podemos afirmar que todos os pontos na area azul sao pontos cujas
coordenadas vao satisfazer

r—y<0

Descobrimos assim que toda area em azul que esta na figura abaixo

pode ser definida como o conjunto dos pontos (z,y) tais que z —y < 0.
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Olhando agora para o ponto de coordenadas @ = (3,1), vemos que suas coor-

denadas na expressao x — y tomam o valor

3—-1=2>0
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Logo, com um raciocinio andlogo ao anterior, podemos concluir que os pontos
na regiao vermelha satisfazem

z—y>0

Concluimos assim que

e Os pontos (z,y) que estdo na drea cinza, ou seja, sobre a reta, satisfazem
a equagao da reta. Neste caso, x —y = 0.
e Os pontos (z,y) que estdo na drea azul, quando calculados sobre a ex-

pressao da reta, fornecem valores negativos. Neste caso, satisfazem

z—y<0.

e Os pontos (x,y) que estdo na drea vermelha, quando calculados sobre a

expressao da reta, fornecem valores positivos. Neste caso, satisfazem

z—1y>0.

A 4rea cinza, é justamente a reta. As areas em azul e vermelho sdo denominadas
de hiperplanos, associados a reta.

Podemos enunciar nossas descobertas da seguinte maneira:

Faro. Toda reta ax + by + ¢ = 0, divide o plano em trés partes:

e A reta, com pontos (x,y) que satisfazem ax + by + ¢ = 0;
e O hiperplano com pontos (z,y) que satisfazem ax +by+c>0 e

e O hiperplano com pontos (z,y) que satisfazem ax +by+c <0 e

Problema: Como encontrar um hiperplano em particular?

EXEMPLO 16. Encontrar o hiperplano determinado por

20 +3y—5<0
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Primeiramente, utilizando os procedimentos da secdo anterior, vamos desenhar

a reta associada a esse hiperplano, ou seja, vamos desenhar a reta

20 +3y—5=0

Obtemos o sequinte desenho:

-1

e temos o0s hiperplanos a sequir:
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O nosso objetivo € determinar quais das dreas (azul ou verde) corresponde ao hi-
perplano 2z + 3y — 5 < 0.

Para isso, vamos usar um ponto de teste. Um ponto de teste é um ponto em
qualquer uma das dreas. Por ezemplo, vamos pegar o ponto P = (—1,—1) que esta

na area azul.
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Vamos agora calcular a expressio 2x+ 3y —5 < 0 para o ponto P = (—1,—1) e ver

se a desigualdade se verifica: Temos entdao
2x (-1)+3x(-1)—-5=-10<0

Como a desigualdade acima € verdadeira, concluimos que o ponto P pertence ao
hiperplano 2z + 3y —5 < 0, ou seja, a drea em azul é a representagao do hiperplano
20 +3y—5<0.

Assim, o hiperplano procurado € a drea azul:
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2x‘+3y-5{0

Claramente, o hiperplano 2z + 3y — 5 > 0 € o outro hiperplano, ou seja, a drea

representada pela regido em verde.

3.2. Interseccao de Hiperplanos. Vimos na secao anterior que cada ex-
pressdo da forma ax + by + ¢ < 0(> 0) determina um hiperplano. Também, dos
nossos problemas de programacao linear, sabemos que cada expressao da forma
az +by+ ¢ < 0(> 0) esta relacionado a algum tipo de restrigdo do nosso problema.
Vimos que essas restrigoes sao feitas geralmente com vérias inequagdes, ou seja,
véarios hiperplanos.

Como uma solugao vidvel deve satisfazer cada uma das restri¢oes, segue que
cada solugao vidvel deve estar em todos os hiperplanos associados.

Concluimos portanto que a intersecao de todos os hiperplanos associados aos
nossos sistemas de inequacoes é o conjunto de todas as solugoes vidveis. Assim,

temos um meio visual de obter o conjunto de todos as solugoes vidveis possiveis.
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EXEMPLO 17. Suponha que em um problema de programacgdo linear aparece o

sequinte conjunto de restrigoes:

Vamos desenhar o conjunto das solugoes vidveis:
Para isso, basta desenhar cada hiperplano (no mesmo plano cartesiano) e de-
terminar a intersegao.

Desenhando o hiperplano 2z +y — 5 < 0 obtemos:

No mesmo desenho, desenhamos agora o hiperplano —x+2y+1 > 0 e obtemos
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Por fim, desenhamos os hiperplanos © > 0 ey > 0 (esses dois hiperplanos

Juntos formam o primeiro quadrante)

A intersec¢do dos hiperplanos € entdo:
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A regidgo acima € o conjunto das solucoes vidveis de qualquer problema de pro-

gramagao linear que tenha como restricoes as desiqualdades:

2v + y <5
- + 2y >-1

T >

4. Exercicios

Retas

EXERCIcIO 18. Represente as sequintes retas no plano cartesiano.

(1) 2e—y=0
(2) 2 —2y+2=0
(8) bx —3y—1=0
(4) v+y—2=0
(5) 22+ 4y — 10 =0
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(6) —x+y=0
(7) 4z —y+2=0
(8) bx —2y =0

ExERrcicio 19. Dada a equacdo da reta x + 4y — 6 = 0, determinar o valor de

y tal que o ponto de coordenadas (—2,y) pertenca a essa reta.
Hiperplanos

ExERcicio 20. Faga o esbogo dos sequintes hiperplanos:
(1) 2z +3y—2>0.
(2) x—3y+1>0.
(8) —x+3y <0.
(4) 3z —y+10>0.
(5) 20 — 6y —1<0.
(6) x>0.

(7) y > 0.
Interseccao de Hiperplanos

EXERcIcIO 21. Encontre o conjunto das solucdes vidveis dos sequintes conjun-

tos de restrigoes:

(1)
2c — y >0
-z + 4y <10
T <5
T >0
y >0

@)
r — y >0
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EXERcicIo 22. Uma marcenaria produz mesas e cadeiras. Para a producao de
uma mesa, utiliza-se 1 unidades de madeira e 4 pacotes de prego. Para a produ¢ao
de uma cadeira, utiliza-se uma unidade de madeira e 1 pacotes de prego. Em um
dado momento, a fdbrica possui 10 unidades de madeira e 20 pacotes de prego.

Desenhe o conjunto das solugoes vidveis desse problema.

48 C. S. Hida



CAP{TULO 5
A funcao objetivo

1. Encontrando uma solugao 6tima visualmente

Na secao anterior, vimos como representar graficamente o conjunto das solugoes
viaveis. Vamos agora olhar como representar a fungao objetivo. Esse passo sera
crucial, pois é através desse procedimento que vamos encontrar a solugao 6tima do
nosso problema.

Considere um problema de programacao linear da seguinte forma:

Conjunto de restrigoes:

z + 3y <7
2c + y < 8
T > 0

y =2 0

Funcao objetivo: L = x + y (maximizar).
Da secao anterior, podemos desenhar o conjunto das solugoes viaveis, obtendo

o seguinte grafico:
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-1

O objetivo agora é determinar um ponto da regido azul (solucao vidvel) que
maximiza o valor da funcgao objetivo L = x + y. Assim, temos que encontrar um
ponto (z,y) na drea azul tal que o valor = + y seja o maior possivel dentre todos os
pontos na regiao azul.

Nao sabemos ainda qual o maior valor que a fun¢ao objetivo pode assumir, mas
podemos fazer o seguinte raciocinio:

Considere um valor qualquer, por exemplo 2.

Igualando a funcgao objetivo a esse valor, teremos
T+y=2

ou, escrita de outra forma

r+y—2=0

O que representa a equagao acima?
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Isso mesmo! E a equagio de uma reta.

Vamos desenhar essa reta no mesmo grafico com o conjunto das solugoes viaveis:

Vamos interpretar o grafico acima. A reta em vermelho, representada pela
equagdo . +y—2 = 0, é o conjunto de todos os pontos (z,y) tal que a nossa fungao
objetivo L = x + y assume o valor 2.

Agora, olhando a parte da reta que intersecta a regiao azul, temos todos os
pontos do nosso conjunto de solucées viaveis, tal que a funcdo objetivo assume o
valor 2.

Por exemplo, os pontos P = (1,1) e Q = (2,0) sdo solugdes vidveis tal que a

funcéo objetivo assume o valor 2:
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Xty =2

w

28]

i

Otimo. Encontramos um meio visual de obter todas as solugoes vidveis tal que
a funcao objetivo assume o valor 2.
Podemos, de forma andloga a anterior, obter todas as solugoes vidveis tal que

a funcdo objetivo assume o valor 3.
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M

Xty = x+y = 3

w

M2

iN

-1

A reta em verde representa todos os valores (x,y) para os quais a funcao ob-
jetivo assume o valor 3. Agora, vemos por exemplo que o ponto Z = (2,1) é um
exemplo de solucdo vidvel (pois esta na drea azul) tal que o valor da fungéo objetivo

¢é 3 (pois esta na reta verde).
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A observagao mais importante aqui é a seguinte: Observe que comegamos com

o valor para a fungao objetivo igual a 2, e obtemos a reta vermelha. Depois au-
mentamos esse valor para 3, e obtemos a reta verde. A reta verde é paralela a
reta vermelha, ou seja, se deslocarmos a reta vermelha para a direita, poderiamos
colocar exatamente em cima da reta verde.

Podemos dizer que mudando do valor 2 para o valor 3, a reta que representa a
funcéo objetivo “deslizou” para a direita.

Dessa observagao, o que poderiamos esperar da reta que representa todos os

pontos tal que a funcdo objetivo assume o valor 47
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-2

De forma esperada, a reta laranja, dos pontos onde a funcao objetivo assume o
valor 4, é simplesmente o deslocamento para a direita da reta verde (ou da reta ver-
melha). Para os alunos com conhecimento de Calculo de vérias varidveis, estamos
simplesmente olhando a direcao do gradiente da funcao objetivo.

Concluimos assim que a medida que vamos aumentando o valor da fungao
objetivo, as retas “deslizam” para a direita.

Neste ponto, ja deve estar claro onde esta o ponto que é solugdo 6tima para
nosso problema.

Imagine a reta laranja “deslizando” para a direita. Isso significa que estamos
aumentando o valor da fungdo objetivo. Como a solucao 6tima deve ser em parti-
cular viavel, deve ser algum ponto que esta na area azul. Logo, qual o ultimo ponto

que a reta laranja “deslizando” para a direita deve intersectar?
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x+y=23/5

2

Deslocando a reta laranja para a direita, vemos que a tltima posicao que inter-
secta a regiao azul é representada pela reta em preto. Essa reta representa todos

os valores de (z,y) no qual a fungao objetivo assume o valor 2—53

[©N

Observe que essa reta intersecta a regiao azul em apenas um ponto... e
justamente esse ponto a solucdo étima para o nosso problemal
Encontramos assim, de forma visual um ponto que é solucao 6tima para o nosso

problema.

2. Encontrando as coordenadas de uma solugao 6tima

Encontramos de forma visual, através dos procedimentos da se¢ao anterior, uma
solucao 6tima para o nosso problema. Vamos nessa secao obter as coordenadas desse

ponto.
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Lembramos que o ponto que queremos determinar é a interseccao da reta em
preto com a area azul. Nesse caso, vemos que temos apenas um ponto. Vamos
denotar as coordenadas desse ponto por (zg, o).

Observe que esse ponto também esta na interseccao das retas x + 3y = 7 e
2z + y = 8 (Lembre que estas retas foram usadas para construir os hiperplanos).

Ora, se o ponto (zg,yo) pertence a reta = + 3y = 7, entdo suas coordenadas

devem satisfazer a igualdade, ou seja, devemos ter

(5.1) 2o+ 3Yo =7

Da mesma forma, como (zg, yo) pertence a reta 2x +y = 8, entao suas coorde-

nadas devem satisfazer a igualdade, ou seja, devemos ter

(5.2) 220 +yo =8
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Assim, o ponto (xg,%o) deve satisfazer simultaneamente as equacoes [5.1] e

ou seja, deve satisfazer o sistema linear

9 + 3y = 7
2¢0 4+ Yo = 8
Para solucionar o sistema acima, podemos utilizar vérias técnicas. Como se
trata de um sistema 2 x 2, podemos proceder da seguinte forma:

Da primeira equagao xg + 3yg = 7, podemos reescreve-la da seguinte forma
o = 7T — 3y0

Agora, usamos a segunda equagao 2xg + yo = 8 e substituimos o valor de xg pelo

valor dado na equagao anterior:

2(7—3y0) +yo =38

Revolvendo a equacao acima, vamos obter yg = g Voltando a expressao de xg
em fungao de yp, podemos encontrar o valor de g
6 17

$0:7_3y027_3><5—3

Concluimos assim que a solugdo étima para o problema de programagao linear

dado pelo conjunto de restri¢oes

r + 3y < 7
2r + y < 8
T > 0

y =2 0

e com funcao objetivo: L = x + y é dado por

17
.TO:?
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e
6
Yo = 5
3. Exercicios
ExERcicio 23. Considere o sequinte problema de programacdo linear
2 — 3y < 10
dr — 3y > 10
x + y < 10
T > 0
y =2 0
Fungao objetivo: L = 2x + 8y (maximizar).
(1) Representar o conjunto das solugdes vidveis no plano cartesiano.
(2) Representar os valores em que a fun¢do objetivo assume o valor 23.
ExXERcicIO 24. Considere o sequinte conjunto de solucdes vidveis:
a
C
Para cada uma das fungdes objetivos a sequir, determinar as respectivas solucoes
otimas:
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(1) Fungdo objetivo C = 8x + y. Determinar em qual ponto (a,b,c ou d) a
funcdo atinge o valor minimo.

(2) Fungdo objetivo C = 8x + y. Determinar em qual ponto (a,b,c ou d) a
funcdo atinge o valor mdzimo.

(8) Fungao objetivo C = x + 8y. Determinar em qual ponto (a,b,c ou d) a
funcao atinge o valor minimo.

(4) Fungao objetivo C = x + 8y. Determinar em qual ponto (a,b,c ou d) a

funcao atinge o valor mdzimo.

ExERcicio 25. Considere o sequinte problema de programacdo linear:

z + y < 5
2c — 3y > 1
X > 0

y =20

Fungao objetivo: L = x + 8y (mazximizar).

Através do método grifico, faca a resolucdo e encontre a solugdo otima.
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Um exemplo completo

Segundo os contratos fechados, uma empresa precisa entregar 16 toneladas de
laminas finas, 10 toneladas de laminas médias e 28 toneladas de laminas grossas.

Uma producao extra de laminas finas e laminas grossas pode ser absorvida
pelo mercado. Porém, como a demanda de laminas médias é baixa, deseja-se nao
ultrapassar o valor de 20 toneladas de laminas médias.

A fabrica de Sao Paulo tem um custo de producao didria de R$1 milhao para
uma capacidade produtiva de 8 toneladas de laminas finas, 1 tonelada de laminas
médias e 1 toneladas de laminas grossas por dia.

O custo de produgao didrio da fabrica do Rio de Janeiro é de R$3 milhoes para
uma producao de 2 toneladas de laminas finas, 1 tonelada de laminas médias e 7
toneladas de laminas grossas.

Deseja-se saber quantos dias cada uma das fabricas devera operar para atender
aos pedidos ao menor custo possivel.

Modelagem do problema: Deseja-se saber quantos dias cada uma das

fabricas devera operar. Logo, as varidveis de decisao sao

e z - Quantidade de dias que a fédbrica de Sao Paulo deve operar;

e y - Quantidade de dias que a fabrica de Rio de Janeiro deve operar;

Vamos agora as restri¢coes: As restri¢coes aqui se referem as quantidades minimas
de producao de cada tipo de laminas. Devemos produzir ao menos 16 toneladas de
laminas finas, 10 toneladas de laminas médias e 28 toneladas de laminas grossas.

Para cada dia de operagao, a fibrica em Sao Paulo entrega 8 toneladas de

laminas finas. Logo, se a fabrica operar por z dias, teremos 8z toneladas de laminas
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finas. Da mesma forma, a fabrica do Rio de Janeiro deve fornecer 2y toneladas de
laminas finas.
Assim, a producao total de laminas finas deve ser 8z + 2y e esse valor deve ser

maior ou igual a 16 toneladas, ou seja, devemos ter

8x + 2y > 16.

De modo andlogo, podemos chegar as restricoes referentes as laminas médias e
grossas:

r+y>6

x4+ Ty > 28

As desigualdades acima restringem a quantidade minima de producdo para
atender ao pedido. No caso das laminas médias, temos uma restricao de que a
producdo desse item nao pode ultrapassar 20 toneladas. Assim temos mais uma
restricao

z+y <20

Lembrando que a quantidade de dias deve ser maior ou igual a zero, ou seja,

x,y > 0, podemos resumir as restrigoes:

8 + 2y > 16
z + y = 10
r + Ty > 28
r + y < 20
T > 0

y =2 0

Para concluir a modelagem, vamos construir a fungao objetivo. No caso, a
fungdo objetivo é o custo: Para cada dia de operacao da fdbrica em Sao Paulo,

temos um gasto de R$1 milh&o. Logo, se a fabrica operar x dias, o custo total serd
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de = milhoes de reais. Da mesma forma, a fabrica do Rio de Janeiro vai custar 3y

milhdes. Assim, nossa funcdo objetivo é

C=x+3y

que é o custo (em milhées) e o0 nosso objetivo é minimizar esse custo.
Visualizagcao do Conjunto de solugoes viaveis: O primeiro passo para
obter uma solugdo Stima (e ver se ela pode existir) é encontrar no plano cartesiano
o conjunto de todas as solugoes vidveis.
Para isso, vamos usar o nosso conhecimento adquirido nas segbes anteriores
sobre retas e hiperplanos.

Devemos obter a seguinte representacao:

£D

Com o grafico acima, podemos encontrar varias solugoes vidveis. Por exemplo,
se a fabrica de Sdao Paulo operar por 5 dias e a fabrica do Rio de Janeiro operar
por 10 dias, entdo todas as restri¢oes sao satisfeitas.

Queremos agora encontrar uma solucao 6tima, ou seja, que minimize o custo.
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Para isso, vamos agora usar a funcao objetivo C' = x + 3y. Para determinar
uma solugao étima, devemos observar como a funcao objetivo se desloca no plano
cartesiano. Vamos comegar tomando o valor zero, ou seja, vamos observar todos os
valores (z,y) tal que o custo é zero, ou seja, x + 3y = 0. Para isso, vamos desenhar

a reta determinada por z + 3y = 0.

£

¥+3y =0

Obtemos assim a reta em vermelho. Podemos observar pela imagem que nao
existe solugdo vidvel tal que o custo seja zero (isso também é claro pelo problema).

Vamos agora considerar um outro valor para a fun¢ao objetivo. Vamos usar o
valor 20. Assim, para determinar todo os valores que a funcao objetivo C' = = 4 3y
assume o valor 20, devemos considerar a equagao da reta x + 3y = 20.

Novamente, vamos desenhar a reta representada por essa equacao e vamos obter

a reta em verde:
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Observe que agora temos uma intersecgdo com a reta verde e a drea azul. Essa
intersecgao fornece todas as solugoes vidveis para o nosso problema tal que o custo
é exatamente 20 (milhoes).

Mas o mais importante é observar que:

Quando alteramos o valor de 0 para 20, a reta vermelha deslizou na
diregao da reta verde

Desta observacao, podemos concluir que:

A medida que o valor da fungao objetivo cresce, a retas correspon-

dentes se movem na diregao da seta em vermelho
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-10

Agora podemos responder a seguinte pergunta: Qual o ponto do conjunto das
solugdes vidveis (drea azul) que fornece o menor valor para o custo?

Deve estar claro que deve ser o ponto A:
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Encontramos visualmente, uma solugao 6tima. Vamos agora determinar suas

coordenadas.

Suponha que (zg,yo) sao as coordenadas do ponto A. Agora observamos que
esse ponto esta na intersecgdo das retas z +y = 10 e  + 7Ty = 28. Como o ponto

(z0,yo) dever pertencer as duas retas simultaneamente, temos o seguinte sistema

linear:
o + Y = 10
o + Tyo = 28
Da primeira equagdo, obtemos que o = 10 — yg. Agora, substituindo na

segunda equagao
(10 = yo) + Tyo = 28
ou seja

Yo=— =3
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J;Ole—yO:lO—Z’»:?

Assim, concluimos que g =7 e yo = 3.

Logo, para satisfazer a demanda com o menor custo possivel, a fabrica de Sao
Paulo deve operar por 7 dias e a fabrica do Rio de Janeiro deve operar por 3 dias.
Além disso, o custo (que é o menor possivel) é de C =29+ 3yo =7+ 3 x 3 =16

milhoes de reais.
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CAPiTULO 7

Introducao

O método grafico fornece uma boa intuigao sobre a busca da solugao viavel e a
conclusao fundamental permanece a mesma: A solucdo 6tima, caso exista, acontece
pelo menos uma vez em um vértice.

Por exemplo, em R3 podemos ter o seguinte conjunto de solucdes vidveis:

O conjunto de solugdes vidveis é o cubo em vermelho. Poderiamos novamente
olhar o deslocamento da fungéo objetivo (neste caso, um plano, representado pelo
plano em azul) e assim determinar o vértice que é a solugio Stima. Mas néo seria
possivel para conjuntos mais complicados e para dimensoes maiores que 3.

Vamos estudar um método capaz de solucionar problemas de programagao
linear, independente da dimensao do problema. Esse método é denominado de

método Simplex.

70



Programacao Linear Capitulo 7

A ideia por trias do método Simplex pode ser descrita da seguinte maneira:
Suponha que temos um problema de maximizagao. Sabemos que se a solugao étima
existe, entao ocorre pelo menos uma vez em um vértice. Se sabemos quem sao
esses vértices, poderiamos testar a funcao em cada um desses vértices e encontrar o
vértice que fornece o maior valor. O algoritmo Simplex, ao invés de percorrer cada
vértice, o que teria um custo computacional alto, percorre um caminho de vértices,
passando de um vértice ao outro com a condigao de que nesse novo vértice, o valor
da fungao objetivo é maior do que no vértice anterior. Caso nao seja possivel passar
para um novo vértice que melhore o valor da fungao objetivo, significa que estamos
com uma solugao 6tima.

Nos capitulos seguintes, vamos desenvolver essa ideia de forma algoritmica.
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Forma padrao de um Problema de Programacao

Linear

Em nossos problemas de programagao linear, o conjunto de restricoes é ge-
ralmente dado por um certo nimero de desigualdades. Queremos de certa forma
trocar essas desigualdades por igualdades. Mas como fazer essa operacao?

Vamos tomar como exemplo a inequagao
r1 + 4xg + 223 < 3

Para tornar a inequacgao acima em equagao, vamos introduzir uma nova variavel
Xy

$1+4I2—|—2I3—|—I4 :3
Observe que a variavel x4 representa uma folga entre o valor de z1 + 4xs + 2x3 € 0
valor 3. Observe ainda que x4 > 0. Podemos assim ‘trocar’ a inequagao
I +4£L’2+2£L’3 S 3
pela equagao
Ty + 4 + 223 + x4 = 3

mais a inequacao

x420

Assim, podemos através do método acima, trocar desigualdades que sao mais
complicadas de se trabalhar, por equacoes, que sao mais simples de trabalhar.

Para isso, temos que aumentar a dimensao do nosso problema. Como mencionado
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anteriormente, o método Simplex pode ser aplicado para problemas de programagao
linear de qualquer dimensao.

Vamos agora transformar nossa modelagem de problemas de programagao li-
near em uma forma padrao.

Consideremos o seguinte problema de programacao linear:

IN
w

X1
(8.1) T2

1 + 2z < 9

IN
~

com z1,z2 > 0 e fungdo objetivo 5x1 + 229 (Maximizar).
Vamos transformar o conjunto de inequagbes em equagoes: Adicionando as

variaveis 3, x4, T5, um para cada restrigao:

1+ X3 = 3
(8.2) To + T4 = 4
r1+ 220 +x5 = 9

com x1,Ta,x3, x4, L5 > 0 e fungdo objetivo 5x1 + 225 (Maximizar).

Dizemos que o conjunto de restrigoes em é a forma padrao do conjunto
de restrigoes em Denominamos as novas varaveis de Varidveis basicas e as
varidveis originais de Variaveis nao basicas. Ao conjunto das varidveis basicas

chamamos de base.

DicaA 18. Observe que nao adicionamos novas varidveis para as restrigcoes
r1,x9 > 0. Como essas restricoes sao simples, a inclusao de novas varidveis seria

redundante.

Para o método Simplex, vamos trabalhar com restri¢ées na forma padrao.
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1. Exercicios

ExERcicio 26. Transforme o seguinte conjunto de restri¢oes para a forma

padrao:
220 + wmp <2
—xr1 — 2x9 < 8
1 + Sz <9
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O método Simplex Tabular

Para o desenvolvimento teérico do Método Simplex, bem como sua versao de-
nominada de analitica, indicamos o leitor a consultar nossa bibliografia. Vamos
estudar o método Simplex tabular, que é a versao pratica do método analitico.

Consideremos o seguinte problema de programacao linear:

T1 — T2 S 2
2¢1 + 3x2 <8
x1,22 20

E nosso objetivo é maximizar a fungao z = 5x1 + x2.
Nosso primeiro passo é transformar o conjunto de restricoes em um conjunto

de equacoes. Para isso, vamos adicionar as variaveis x3 e x4:

r1 — X9+ T3 = 3
201 + 322 +2x4 = 8
Agora, vamos escrever z = 5xy + x2 para a fungdo objetivo e incluir em nossos

sistemas de equagoes:

z—bry—xy = (equacao 1)

0
(9.1) T — To + T3 3 (equagao 2)
8

201 + 30 + x4 = (equagao 3)

Vamos usar as equagoes acima para escrever nossa tabela do Simplex tabular.
A tabela do Simplex para o nosso problema atual tem a seguinte estrutura:

No cabegalho (header), temos

(1) linha - nidmero da linha correspondente a equagao em (9.1
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Tabela 0 - Estrutura

linha | V. Béasicas | 1 | zo | x3 | x4 | const | div

V. Basicas - Corresponde a varidvel basica definida pela equagdo em 9.1
Todas as varidveis do nosso problema. No caso, x1, T3, x3, 4.

const - Valor que esta do lado direito das igualdades em

div - Coluna que vamos usar para alterar a tabela.

Vamos preencher a primeira linha da tabela. Para isso, vamos usar a primeira

equagao em [0.1}

Tabela 0 - Linhal preenchida

linha | V. Bésicas | ©1 | 2 | 3 | x4 | const | div
1 z 51-1]101]0 0

Na coluna linha, colocamos o valor 1, para indicar a primeira linha das equagoes
em Na coluna V. Basicas, incluimos a varidvel z. Nas colunas das varidveis,
incluimos os valores que aparecem na equagao 1. Por exemplo, na equagao 1, a
variavel x; aparece com coeficiente —5. Logo, é esse valor que adicionamos na
coluna x;. Da mesma forma, na coluna xs incluimos o valor —1, pois na equacgao
1, a varidvel zo aparece com coeficiente —1. Para completar, na equagao 1, nao
aparecem as variaveis xs e x4. Assim, colocamos o valor 0 para cada uma dessas
colunas.

A coluna const tem valor zero, pois é o valor que esta do lado direito da
igualdade na equacgao 1. Por ultimo, deixamos a coluna div vazia, pois essa coluna
serd usada mais tarde.

Como exercicio, indico o preenchimento dos campos restantes da tabela. No

final, devemos chegar a seguinte tabela:
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Tabela 0 - Linhas preenchidas

linha | V. Béasicas | 1 | zo | x3 | x4 | const | div
1 z S5 1-1]101]0 0
2 T3 1 (-1 11]0 3
3 Ty 213101 8

Essa primeira tabela é a tabela no qual o algoritmo Simplex vai iniciar as
iteragoes.

A primeira informacao que podemos obter da tabela é a solucdo vidvel deno-
minada de solugao ébvia. Para obter tal solugao, tornamos todas as varidveis nao
basicas iguais a zero e os valores das variaveis basicas é obtida olhando para a co-
luna const. No caso de nossa tabela inicial, as varidveis nao bésicas sao x; e Ts.
Assim, na solucao ébvia teremos x1 = 0 e o = 0. A varidvel basica x3 é definida
na linha 2, logo olhando o valor que esta na coluna const da linha 2, teremos o
valor 3. Assim, x3 = 3. De forma andloga, x5 = 8.

Assim, nossa solugao obvia para a tabela inicial é ;1 = 0, zo = 0, z3 = 3 e
x5 = 8. Além disso, podemos obter da tabela o valor da nossa fungao objetivo na
solugao obvia. Basta para isso observar o valor que esta na coluna const na linha
1, que no caso é 0. Logo, o valor da funcao objetivo na solugao obvia é 0.

Aqui, aplicaremos um critério para saber se a solugao 6ébvia obtida é a melhor,
ou seja, se essa solugao é otima. O critério é:

Critério de Parada A solugao 6bvia encontrada é 6tima se nao existem valores
negativos para as varidveis na linha 1.

Se a resposta para a questao acima for positiva, ou seja, se nao existirem
coeficientes negativos nas colunas x1, 2, T3 € x5 na linha 1, entdao o algoritmo
termina e a solugdo 6bvia é a solugdo 6tima. Caso contrario, aplicaremos uma
iteragdo do método Simplex.

Observando a nossa tabela inicial, concluimos que existem varidveis com coe-
ficientes negativos na linha 1. A saber, as varidveis x, e xo possuem coeficientes
negativos, —5 e —1 respectivamente. Sendo assim, devemos prosseguir com nosso

algoritmo e aplicar a primeira iteragdo do método Simplex.
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Nosso objetivo é alterar a tabela inicial, obtendo uma nova tabela, seguindo
algumas etapas:

Etapa 1 do método Simplex - Escolha da coluna pivo

A coluna pivo, é a coluna que na linha 1, possui o menor valor. Observando a
linha 1, observamos que o menor valor é -5, que esta na coluna representada pela
variavel x1. Assim, a coluna pivo é a coluna x7.

Tabela 0 - Escolha da coluna pivo

linha | V. Béasicas | 1 | zo | x3 | x4 | const | div
1 z S5|-1]101]0 0
2 T3 1 (-1, 11]0 3
3 Ty 213101 8

Etapa 2 do método Simplex - Completar a coluna div

Para completar a coluna div, faremos a divisao dos valores que estao na coluna
const pelos valores que estao na coluna pivo, ou seja, a coluna z1. Por exemplo,
na linha 2, o valor que estd na coluna const é 3 e o valor que esta na coluna z; é
1. Logo, o valor que ficard na coluna div é 3/1 = 3. De forma andloga, na linha 3,
o valor de div é 8/2 = 4.

Completando a coluna div, teremos a seguinte tabela:

Tabela 0 - Coluna div

linha | V. Béasicas | 1 | zo | x3 | x4 | const | div
1 z S5|-1]101]0 0
2 T3 1 (-1, 11]0 3 3
3 Ty 213101 8 4

Algumas observagoes importantes:
(1) Nao é necessdrio incluir um valor para div na linha 1.
(2) Caso aparega uma divisdo por zero, ou se o resultado for um ndmero

menor ou igual a zero, deixamos a célula corresponde do div vazia.

Etapa 3 do método Simplex - Escolha da linha piv6
Para escolher a linha pivo, observamos a coluna div e escolhemos a linha com

o menor valor. No nosso caso, o menor valor é 3. Assim, a linha pivo é a linha 2.

78 C. S. Hida



Programacao Linear Capitulo 9

Tabela 0 - Escolha da linha pivo

linha | V. Béasicas | 1 | zo | x3 | x4 | const | div
1 z S5 |-1]101]0 0
2 T3 1 (-1 110 3 3
3 Ty 213101 8 4

Encontradas a coluna pivo e a linha pivo, passaremos agora a construcao da

nova tabela. A nova tabela possui a mesma estrutura da tabela anterior

Tabela 1 - Estrutura

linha | V. Béasicas | 1 | o | x3 | x4 | const | div
1 Z
2 T
3 Xq

A tnica diferenca é na linha 2, onde agora o valor que esta na coluna V. Béasicas
é a variavel z1, sendo que anteriormente o valor era a varidavel xz. Observe que z; é
justamente a varidvel que define a coluna pivo, e a varidvel x3 é a variavel da nossa
linha pivo atual.

Vamos agora completar as células da nova tabela.

Etapa 4 do método Simplex - Nova linha pivo

A primeira linha para se completar na nova tabela é a linha que vai ficar no
lugar da antiga linha piv6. No nosso caso, a linha pivo é a linha 2, logo, devemos
completar primeiro a linha 2 da tabela nova.

A férmula para completar a primeira linha da tabela é

[Nova-Linha-2] = [Antiga-Linha-2]

1
coef(2)
onde:

(1) [Nova-Linha-2] refere-se aos novos valores que vamos escrever na linha 2
da nova tabela.

(2) coef(2) refere-se ao nimero que estd na intersec¢do da coluna pivo e da
linha pivd da tabela antiga (Tabela 0). Observe que no nosso caso, esse

nimero é 1, ou seja, coef(2) = 1.
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(3) [Antiga-Linha-2] refere-se aos valores da linha 2 na tabela antiga (Tabela

0). Vamos escrever a linha 2 da forma
(1a _]-7 ]-7 07 3)

onde a primeira coordenada refere-se a primeira varidvel x1, a segunda co-
ordenada refere-se a variavel x5 e assim por diante. A ultima coordenada

refere-se a coluna const, lembrando que a coluna div permanecerd vazia.

Assim, a nova linha 2 é dada por

1
[Nova-Linha-2] = 7% (1,-1,1,0,3) =(1,-1,1,0,3)
Podemos agora preencher os valores na nossa nova tabela

Tabela 1 - Linha 2 preenchida

linha | V. Béasicas | 1 | ©o | x3 | x4 | const | div
1 Z

2 T 1 (-1, 11]0 3

3 Ty

Etapa 5 do método Simplex - Completando as linhas restantes

Para completar as outras linhas, usamos agora a seguinte formula:

[Nova-Linha-i] = [Antiga-Linha-i] — coef () x [Nova linha pivo]
onde:

(1) [Nova-Linha-i] refere-se aos novos valores que vamos escrever na linha i
da nova tabela, onde i designa as linhas que ainda nao foram preenchidas.
No nosso caso, teremos i =1 e ¢ = 3.

(2) coef(i) refere-se ao nimero que estd na intersecgdo da coluna pivo e da
linha i da tabela antiga (Tabela 0).

(3) [Antiga-Linha-i] refere-se aos valores da linha i na tabela antiga (Tabela
0).
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(4) [Nova linha pivé] refere-se a primeira linha inserida na nova tabela, ou

seja, a linha que construimos na Etapa 4. Assim
[Nova linha pivé] = (1,—1,1,0, 3).
Vamos completar a linha 1, ou seja, i=1. Assim, devemos usar a férmula:
[Nova-Linha-1] = [Antiga-Linha-1] — coef(1) x [Nova linha pivo]

Observe que coef(1) = —5 (lembre-se, é o valor que esta na coluna pivd e na

linha 1 da Tabela 0).

Temos também que [Antiga-Linha-1] = (=5,—1,0,0,0). Logo

[Nova-Linha-1] = (-5, -1,0,0,0) — (=5) x (1,-1,1,0,3)
[Nova-Linha-1] = (=5, 1,0,0,0) — (—5,5, —5,0, —15)

[Nova-Linha-1] = (0, —6, 5,0, 15)
Podemos agora completar a linha 1 na nova tabela:

Tabela 1 - Linha 1 preenchida

linha | V. Bésicas | ©1 | 2 | 3 | x4 | const | div
1 Z 06|50 15
2 1 1 (-1]1]0 3
3 Tq

Para concluir, realizamos o mesmo procedimento para a linha 3, ou seja, ¢ = 3.

Obtemos por fim a nova tabela:

Tabela 1 - completa

linha | V. Béasicas | 1 | zo | x3 | x4 | const | div
1 Z 0|-6|51]0 15
2 T 1 (-1, 11]0 3
3 Xq 0 5 -2 1 2
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A tabela completa sinaliza que encerramos uma iteragdo do método Simplex.
As 5 etapas descritas acima representam uma iteragdo completa do método Simplex.

O que devemos fazer agora?

Podemos pensar no método Simplex como um loop (do tipo for ou while).
A verificacdo para saber se devemos prosseguir ou parar é dado pelo Critério de
Parada estudo acima. Caso o critério seja satisfeito, encerramos o procedimento e
retornamos a solugao obvia como solugao 6tima. Caso contrario, realizamos as 5
etapas para obter uma nova tabela. Com a nova tabela, temos outra solugao ébvia.
Verificamos o Critério de Parada e assim por diante até que o critério de parada
seja satisfeito.

Voltando ao nosso exemplo, com a nova tabela (Tabela 1), podemos obter uma

nova solugao ébvia.

EXERcicIO 27. Verifique que a nova solucdo ébvia é x1 = 3, xo = 0, 23 = 0,

x4 = 2 e que o valor da fung¢do objetivo agora € z = 15.

Observe que o valor da funcao objetivo passou de 0 para 15, ou seja, o valor
aumentou.
Queremos saber agora se essa solugao é a melhor possivel, ou seja, se temos

uma solugao 6tima.

EXERcicio 28. Verifique e conclua que o critério de parada ndo € satisfeito

para o Tabela 1.

Como o critério de parada nao é satisfeito para a Tabela 1, devemos aplicar
novamente as 5 Etapas do método Simplex e obter uma nova tabela, que vamos

chamar de Tabela 2.

EXERcicIO 29. FEzecute as 5 etapas do método Simplex para a Tabela 1. A

tabela final que vocé deve chegar € a Tabela 2.

Com a nova tabela, obtemos uma nova solugao ébvia. Nesse caso temos 1 = 1—57,

T2 =

ST

, 23 =0e x4 = 0. O valor da funcao objetivo é z = 8—57 =174.
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Tabela 2 - completa

linha | V. Bésicas | 1 | 2o | « x4 | const | div
3
1 z oJo[ 28] ¥
S R V4
2 T 1 0 52 ? ‘3

E o critério de Parada?
Observamos que na linha 1 da Tabela 2, nao existem ntimeros negativos. Logo o
critério de parada esta satisfeito e podemos concluir que a solugao ébvia é a solucao

% e Ty = % formam a nossa solu¢ao 6tima do

otima. Ou seja, os valores z1 =
nosso problema inicial, e além disso, o maior valor que nossa fungao objetivo pode
assumir é z = 17.4.

Assim, encerramos o método Simplex.

ExEercicio 30.

(1) Reflita sobre o motivo pelo qual no final, apenas nos interessa os valores
das varidveis x1 e Ta.

(2) Qual a interpretagdo das varidveis x3 e x4?

(8) Observe a evolugdo dos walores da fungdo objetivo em cada passo para
concluir que esta de acordo com a ideia geral do método Simplex de sair

de uma solugao obvia para outra que melhora o valor da fungdo objetivo.

1. Exercicios

ExXERcicio 31. Considere a sequinte tabela:

Varidvel | N2 da Coeficientes de
bdsica | equacao | z | x_1 | .2 | x.8 | x4 | z_5 | Const | Div
z 0 110 |-2| 5| 0|0 15
z_1 1 0| 1 0 | 1 01| 0 3
T4 2 0] 0 | 1 0 | 1 0 4
5 3 oy 01| 2| -1| 0| 1 6

(1) Determine quais sdo

basicas.
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(2) Determine a solugao dbvia.

(3) Aplique uma iteragao do Método Simplex e obtenha a nova tabela.

Varidvel | N2 da Coeficientes de

bdsica | equacao | z | z.1 | z.2 | .8 | x4 | .5 | Const | Div

EXERcicIO 32. Em um problema de Programacdo Linear, obtemos a sequinte

configuracao:
r 4+ y < 2
- + 3y < 1
T > 0
y =20

Mazimizar L = x + 4y

(1) Transformar o problema em um sistema de equagdes.
(2) Determinar o conjunto das varidveis bdsicas e ndo bdsicas.

(3) Escreva a Tabela do Simplex para esse problema.

EXERcicIO 33. Em um problema de Programacdo Linear, obtemos a sequinte

configuracdo:
2 + y < 2
—x + 6y < 5
2 — 3y < 1
T > 0
y =2 0

Maximizar L = bx +y
(1) Transformar o problema em um sistema de equagoes.
(2) Determinar o conjunto das varidveis bdsicas e ndo bdsicas.

(3) Escreva a Tabela do Simplex para esse problema.
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(4) Encontre a solu¢ao dtima pelo Método Simplex.
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CAP{TULO 10

Implementacao do método Simplex em Python

Esse capitulo demonstra uma implementagao do Método Simplex estudado no
capitulo [9] na linguagem Python. Vamos utilizar apenas a biblioteca Numpy e a

biblioteca Pandas:

import pandas as pd
import numpy as np

Vamos implementar um método que recebe como entrada uma matriz inicial,
que representa o problema de programacao linear, e retorna a matriz final apos a
aplicagdo do Método Simplex.

Um exemplo de matriz de entrada é apresentado a seguir:

matriz = np.array(
[

b 'x_2'

-1

]
0
=1 7
0

‘cont®

oM N
=W

[
M=o
[== R 1]
@ @ @ k-

0
’
'
’

=
@

Esse exemplo é exatamente o exemplo estudado no Capitulo [0

Vamos implementar o critério de parada do Método Simplex da seguinte forma:

def Criterio_Parada(matriz):
array = matriz[1, 1:-2]
return np.sum{array.astype(float)<0)=0

O método acima recebe uma matriz na forma de um problema de programagao

linear e verifica se existe coeficiente negativo em alguma das colunas da linha 1.
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Para a transformagao das matrizes, que consiste no processo de identificacao da
coluna pivo, da linha pivo e no processo de substituicao das linhas, implementamos

o seguinte método:

1 def Transformar Matrizimatriz):

# Varidveis de decisdo

4 variables = matriz[e, 1:-2]

5 basic variables = matriz[1l:, @]

6 n_basic_variables = list(set(variables) - set({basic_variables))
8 # Encontrando coluna pivd

9 arr = matriz[1,1:-2].astype({float)

10

11 index_1 = np.where(arr == np.amin(arr.astype(float)))[0][0] + 1
12

print('Nova varidvel bdsica ', matriz[e, index 1]}

14

15 col_pivo = np.where{matriz[1:, index 1].astype(float)e=0, np.nan, matriz[1l:, index_1].astype(float))
16

17 # Completando a Coluna div

18

19 matriz[l:, -1] = matriz[l:, -2].astype({float)/col_pivo

20

21 div_column = matriz[2:,-1].astype(float)

22

23 # Encontrando a linha pivo

24 index_2 = np.where(div_column == np.nanmin(div_column.astype(float)))[0][0]+2
25

26 print('Varidvel que deixard a base ', basic_variables[index_2-1])
27

28 lin_pive = matrizlindex_2, 2:-1].astype(float)

29

30 pivo_number = matrizlindex 2, index_11.astype(float)

32 # Criando estrutura da nova matriz

33 new _matriz = np.zeros(shape = (matriz.shape)).astype(str)

34

35 new matriz[@, :] = matriz[@, :]

36 new matrizl:, 8] = matriz[:, 0]

38 new_matriz[index_2,0] = matriz[o, index 1]

39

40 # Nova linha pivé

41 new matrizlindex 2, 1:1 = matrizlindex 2, 1:]1.astype(float)/pive_number
42

43 # Completando as demais linhas da nova matriz

44 for i in np.arange(l, matriz.shapel@]):

45 if i != index 2:

46 coef = matriz[i, index_1].astype(float)

47 new matriz[i, 1:] = matriz[i, 1:].astype(float) - coef*new matrizlindex_2, 1:1.astype(float)
48 new matrizl[l:, -11 = np.nan

49 return new_matriz

Por fim, o Método Simplex é implementado da seguinte forma:
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1 def Simplex({matriz):

2 print(' ')
print('Iteracdo 8 - Matriz inicial')

4 print(' ')

5 print_matriz(matriz)

6 i=0

8 while(Criterio_Parada(matriz)):

9 i+=1

10 print(’ ")
11 print('Iteracdo ' + str(i))

12 print(" ')
matriz = Transformar Matriz(matriz)

14 print_matriz(matriz)

O método print-matriz é um método auxiliar que imprime a matriz, identifi-

cando as variaveis e a solugao dbvia:

def print_matriz(matriz):

matriz_dataframe = pd.DataFrame(matriz[1:, 1:], columns =matriz[@, 1:1, index= matriz[1:, @])
printi{matriz_dataframe)
variables = matriz[e, 1:-2]
basic_variables = matriz[2:, 0]
print({'Variaveis basicas: ', basic_variables)
n_basic_variables = list(set(variables) - set({basic_variables))
print('Variaveis ndo basicas: ', n_basic_wvariables)
print('Solucdo Obvia’)
for 1 in n_basic_variables:
print(i + ' = @' )

for i in basic variables:
print{i + '= ' + matriz_dataframe.loc[i, 'cont'])

print('Valor da funcde na solugdc = ', matriz_dataframe.loc['z', 'cont'l)

Abaixo é demonstrado as saidas da execugao do método Simplex():
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1 Simplex(matriz)

Iteracde © - Matriz inicial

®x 1% 2 x 3 x 4 cont div
z -5 -1 6 @ e o
*3 1 -1 1 @8 3 0
x4 2 3 6 1 8 0
Variavels basicas: ['x 3' 'x 4']
Variaveis ndo bdsicas: ['x 1", 'x 2']
Solucdo Obvia
¥x1=0
X 2=0
X 3= 3
X 4= 8
Valor da fungdo na solugdo = @

Iteracao 1

Nova varidvel bdsica x 1
Variavel que deixara a base x 3

x 1 x2 x3 x4 cont div
z 6.6 -6.8 5.6 0.8 15.8 nan
*x1 1.8 -1.0 1.6 8.0 3.9 nan
x4 0.0 50 -2.0 1.6 2.8 nan
Variavels basicas: ['x 1' 'x 4°]
Variaveis ndo bdsicas: ['x 3", 'x 2']

Solugdo Obvia

x3=0
¥2=8
x 1= 3.0
x 4= 2.0
Valor da fungdo na solucdo = 15.0

Iteragdo 2

Nova varidvel bdsica x 2
Varidvel gue deixard a base x 4

x 1 x2 x 3 x 4 cont div
z 0.8 0.0 2.5999999999999996 1.2000000000000002 17.4 nan
*»1 1.8 0.0 0.6 8.2 3.4 nan
x 2 8.8 1.0 -8.4 8.2 6.4 nan
Variaveis basicas: ['x_1' 'x 2']

®
Variavels ndo basicas: ['x 4", 'x 3']
Solucdo Obvia

x4 =0

x3=0

X 1= 3.4

x 2= 0.4

Valor da fungdo na solucdo = 17.4
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