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APRESENTACAO

Este material foi desenvolvido com base nas notas de aulas das disciplinas de Matematica Discreta, Ma-
temdtica Aplicada ao Comércio Exterior e Fundamentos de Matemédtica para Calculo, ministradas pelo
autor na Faculdade de Tecnologia de Sao Paulo (FATEC) e na Universidade do Estado do Amapéa (UEAP).

Seu principal objetivo é revisar conceitos comumente ensinados no ensino médio, preparando o aluno
para enfrentar com mais facilidade a disciplina de Célculo.

O enfoque do texto é didético, sem a pretensdo de ser um tratado formal. Algumas demonstragoes
sao apresentadas, enquanto outras sao sugeridas para consulta nas referéncias bibliograficas indicadas. Ao
longo do texto, e ao final de cada segao, exercicios sao propostos, uma vez que, na opiniao do autor, eles
constituem a parte essencial para o pleno entendimento dos contetdos.

Voltado para a preparagao para a disciplina de Célculo Diferencial e Integral 1, o texto aborda temas

como conjuntos, nimeros reais, equagoes algébricas e fungoes.



cAPiTULO 1

TEORIA DOS CONJUNTOS

1.1 Conceitos Primitivos

A nogdo intuitiva de conjunto que temos é a de uma colecdo de objetos (denominados de elementos),
geralmente definida por alguma propriedadelﬂ em comuin.

Podemos citar como exemplos do cotidiano:

—_

. Grupo da familia no aplicativo de mensagem: Pai, mae, irmao, tia, tio, avo.

[\

. Conjunto dos estados brasileiros: RS, SC, PR, SP. RJ, MG, ES, BA, .....
3. Os nameros 1,2,3/4, ...

4. Os alunos em uma sala de aula.

Uma forma de denotar um conjunto é usando chaves:

1. Grupo da familia no aplicativo de mensagem:

F = {Pai, mae, irmao, tia, tio, avo}

2. Conjunto dos estados brasileiros:

E = {AC, AL, AP, AM, BA, CE, DF, ES, ...., SP, SE, TO}

3. Os nameros 1,2,3/4, ...

N ={1,2,3,4,5,---}

Dado um conjunto e um elemento qualquer, a primeira coisa que podemos perguntar é se esse elemento

esta ou nao no conjunto. Temos assim a seguinte defini¢ao:

10 uso dessa nocéo intuitiva de conjuntos pode gerar certos problemas em teorias formais, que, no entanto, ndo serdo
abordados neste texto. Ao leitor interessado, recomendamos pesquisar sobre o Paradoxo de Russell.

8
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Definicao 1.1

Dado um conjunto A e um elemento a, dizemos que a pertence a A, e escrevemos a € A se a é um

elemento de A. Caso contrario (ou seja, se a ndo pertence a A), vamos denotar por a ¢ A

Exemplo 1. Grupo da familia no aplicativo de mensagem:
F = {Pai, mae, irmdo, tia, tio, avé}

Temos entao que:
e Paice F
o tia € F
e primo ¢ F

Exemplo 2. Considere o conjunto dos nimeros naturais:
N=1{0,1,2,3,4,5,--- }.

Temos que
1. 2345 € N.
2. Para qualquer nimero de CPF (sem pontos e tragos) pertence a N.
3. 2.45 ¢ N.
4. SP ¢ N.

Uma outra forma de representar um conjunto é através do Diagrama de Venn. Vamos demonstrar o

diagrama de Venn com um exemplo:

Exemplo 3. Considere o conjunto A = {2,5,6,7}. Entdo o diagrama de Venn é apresentado na Figura

(L1

A

Figura 1.1: Diagrama de Venn

Algumas observacades:
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1. Pensamos na drea azul como delimitando todos os elementos que estao em A. Por esse motivo, 0s

elementos de A sdo colocados dentro da drea azul.

2. Nao importa a ordem em que os elementos aparecem, e também ndo importa a forma do diagrama.

Basta que fique claro a ideia contida na observacdo acima.

3. Para o caso de um conjunto, o diagrama de Venn parece ndo ter muita utilidade. A utilidade ficard

bem mais clara quando realizarmos operagoes entre conjuntos.

Definicao 1.2

Um subconjunto B de um conjunto A é um conjunto tal que todo elemento de B é também um

elemento de A.

De outro modo, dizemos que B é subconjunto de A se para todo elemento b € B, temos automaticamente
que b € A.

Usamos a seguinte notacao para indicar que B é subconjunto de A:

Notacgao

BcCA

O diagrama de Venn para o caso em que B C A é apresentada na Figura [I.2]

A

Figura 1.2: Diagrama de Venn de B C A

Exemplo 4. Seja E o conjunto dos estados brasileiros. Assim
e Regiao-Sul € um subconjunto de E.

e Regido-Norte € um subconjunto de E.

O conjunto

B = {SP, AM}

é subconjunto de E?

Dado um conjunto A qualquer, é verdade que A C A? Dica: Volte a defini¢do de subconjunto.
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Consideremos os seguintes conjuntos:
e A={-1,0,2,100,200}.
o S, ={0}.
o Sy={-1,6,7}
e S3 = {100,200, 2}

Estudar a relacao de subconjunto dos conjuntos Si,S3,S3 em relacdo ao conjunto A e desenhar o

diagrama de Venn correspondente.

Definicao 1.3

Existe um conjunto especial, denominado de conjunto vazio, que é um conjunto que nao possui

nenhum elemento. Notacao

A definicdo acima pode parecer um pouco estranha, mas o seguinte exemplo mostra a necessidade de se

considerar um conjunto sem nenhum elemento:

Exemplo 5. Considere A o conjunto de todos niumeros naturais x tais que x + 1 = 0. Nesse caso temos

que A = (), pois ndo existe nimero natural x que somada a 1 € igual a zero.

Um fato importante é que o conjunto vazio ) é subconjunto de qualquer conjunto A. Caso contrério,
deveria existir um elemento x € () tal que x ¢ A. Como o conjunto () ndo possui nenhum elemento, segue

que devemos ter () C A.

Exemplo 6. Considere o conjunto M = {0,1,2}. Vamos determinar todos os subconjuntos de S. Podemos
comecar listando todos os subconjuntos de M que possuem exatamente 1 elemento. Temos assim os subcon-
guntos {0}, {1} e {2}. Agora, listamos todos os subconjuntos de tamanho 2. Temos portante {0,1},{0,2} e
{1,2}. Por fim, listamos todos os subconjuntos de tamanho 3. Nesse caso temos apenas o préprio conjunto
M ={0,1,2}.

Agora, lembrando que pela observagdo acima, o conjunto () € subconjunto de todo conjunto, podemos

listar todos os subconjuntos de M :

0,{0},{1},{2},{0,1},{0,2},{1,2}, M

Considere o conjunto M = {1,2,6,8}. Determinar todos os subconjuntos de M.
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Definicao 1.4

Dado um conjunto A, o conjunto formado por todos os subconjuntos de A é denominado de conjunto

das partes de A e denotado por
p(A)

Exemplo 7. De acordo com o Exemplo@ temos que o conjunto das partes de M = {0,1,2} €

p(M) ={0,{0}, {1}, {2},{0,1},{0,2},{1, 2}, M}

Considere A = {a,b,c}. Determinar p(A).

Decidir se é verdadeiro ou falso:
1. {0} €{0,1,2,3}
2. 1¢{1,2,6}
3. {1,2} € {{1,2},{0,1,2}}

4. a € {{a},a,b}

Seja A ={0,5,6,7}. E verdade que {0,7} € p(A)?

Verifique se verdadeiro ou falso:
1. Se M ={1,0,-1,6}, entao 1 € p(M).
2. Se N ={a,b,c,d} entdo {a,b} € N.

3. Se R ={a,1,2,b} entdo {0,1} € p(R).

Definicao 1.5

Dizemos que dois conjuntos A e B sdo iguais e escrevemos A = Bse A C Be B C A. Caso contrério,

dizemos que os conjuntos sdo diferentes e escrevemos A # B.

Exemplo 8. Os conjuntos A ={1,2,3,4,5} e B =1{3,2,1,5,4} sao iguais?

Observe que todo elemento que esta no conjunto A, também esta no conjunto B. Logo A C B. Também
€ verdade que todo elemento que esta no conjunto B também esta no conjunto A. Logo B C A. Segue da
nossa definicio que A = B.

Esse exemplo ilustra o fato de que para conjuntos, a ordem dos elementos nao importa. Assim, por

exemplo, temos as sequintes igualdades:
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{1,2,3,4,5} ={3,2,1,5,4} ={1,2,3,5,4} = - --

Observe também que pela defini¢do de igualdade, o conjunto C = {1,1,2,2,2,3,3,3,4,4,5,5} também é
igual ao conjunto A (Verifique!!).
Nesse ultimo caso, vamos manter a convengao de escrever os elementos do conjunto de forma tnica,

evitando repeticoes.

1.1.1 Exercicios
1. Verdadeiro ou falso?
(a) Se A# Be B#C entao A+#C.
(b) SeACBeB¢ Centao A¢ C.
(¢c) SseACBeac A, entdo a € B.

2. Pode existir algum conjunto A tal que p(A) seja o conjunto vazio?

3. Verifique se verdadeiro ou falso:
(a) 3={3}
(b) 0 €
(c) 3€{3}
(d) 0=10
(e) 5€ {{5}}
(f) 4€{{4},4}
(g) 3 {3}
(h) 0 € {3}
4. Determine  para que {1,2,4} = {2,4,z}.

5. Sejam x e y nimeros tais que os conjuntos {0,7,1} e {z,y, 1} sdo iguais. Entao, podemos afirmar que:

(a) z=0ey=5.
(b) z+y="1.
() z=0ey=1.
(d) z+2y=T.

(e) z=uy.
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1.2 Operagoes com Conjuntos

Na secao anterior, estudamos a nogao intuitiva de conjuntos e as relacoes entre elementos e conjuntos.
Nessa secao, vamos trabalhar com operagoes entre conjuntos. A ideia é construir novos conjuntos a partir

de outros.

Vamos comecar com a uniao entre dois conjuntos:

Definicao 1.6

Dados dois conjuntos A e B, definimos a unido de A com B (denotado por AU B) como o conjunto

formado por todos os elementos que pertencem a A ou a B.

Uma observagao importante em relacao a palavra “ou”usada na definicao acima. Se trata do “ou”
inclusivo, ou seja, esta incluso o caso em que o elemento pertence a ambos os conjuntos. Poderfamos
expressar a uniao do seguinte modo: A uniao de dois conjuntos A e B é o conjunto AU B formada por todos
os elementos que pertencem a pelo menos um dos conjuntos A ou B.

O seguinte exemplo ajuda a esclarecer a definigao:

Exemplo 9. Considere A ={1,3,4,5,7,8} ¢ B={-1,4,7,10,15}. Temos entdo que
AuB={1,3,4,5"7,8,—1,10,15}.

Observe que 4 e 7 sao elementos que pertencem a A e a B, logo também estdo na unido.

O Diagrama de Venn que representa a uniao de conjuntos é apresentada na Figura 1.3

A B

Figura 1.3: Diagrama de Venn de AU B

De forma indutiva, podemos realizar a uniao de varios conjuntos. Observe no exemplo abaixo a definigao

da uniao de trés conjuntos:

Exemplo 10 (Unido de vérios conjuntos). Podemos fazer a unido de vdrios subconjuntos.

AUBUC =AU(BUC)

Considere A ={1,0,2,3}, B={1,-1,3,4} e C = {6,7,1,0}. Determinar AU BUC.
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Definicao 1.7

Dados dois conjuntos A e B, definimos a intersec¢ao de A com B (denotado por AN B) como o

conjunto formado por todos os elementos que pertencem a A e a B simultaneamente.

O diagrama de Venn para a intersecgao é apresentada na Figura [1.4

A B

Figura 1.4: Diagrama de Venn de AN B

Exemplo 11. Considere P o conjunto formado por todos os paises tendo como idioma oficial o portugués
e A o conjunto formado por todos os paises da América do Sul. Brasil € o unico pais da América do Sul

que tem o portugués como idioma oficial. Assim PN A = {Brasil}.
Considere A = {3,4,5} e B = {4,5,7}. Determinar AN B.

Exemplo 12. Considere E o conjunto formado pelos nomes dos estados brasileiros e C' o conjunto formado

por todos os nomes de capitais dos estados brasileiros. Entao E N C = {Sdo Paulo, Rio de Janeiro}.

Dizemos que um niimero natural p é primo se os tinicos divisores de p sdo o 1 e o préprio p. Considere
P o conjunto formado por todos os numeros pares e P o conjunto formado por todos os nimeros

primos. Determine P N P.

Definicao 1.8

Dados dois conjuntos A e B, definimos a diferenca de A e B (denotado por A\ B) como o conjunto

formado por todos os elementos que pertencem a A e nao pertencem a B.

Exemplo 13. Considere A = {c,d,p,q} e B={d,q,t}. Entao A\ B = {c,p}.

O Diagrama de Venn para a diferenca A \ B esta apresentada na Figura



1.2. OPERACOES COM CONJUNTOS 16

A B

Figura 1.5: Diagrama de Venn de A\ B

Considere A e B conjuntos. Mostre que

1. AuUB=BUA.
2. AnB=BnA.

3. Encontre dois conjuntos A e B tal que A\ B # B\ A.

Dizemos que as operacoes de uniao e interseccao de conjuntos sao comutativas, ou seja, a ordem dos

conjuntos nao altera o resultado da operacao. Ja a operacao de diferenca nao é comutativa.

Vamos encerrar a secao com a operagao produto cartesiano:

Definicao 1.9

Considere dois conjuntos A e B.

1. se z € A ey € B, denotamos por (z,y) o par ordenado (primeiro z, segundo y), ou = na

primeira coordenada e y na segunda coordenada.

2. O conjunto formado por todos os pares ordenados (z,y), para x € A e y € B é denominado de

produto cartesiano de A e B. Notagao A x B.

Assim

AxB={(z,y):x € Aeye B}

Exemplo 14. Seja A = {1,4} e B =1{2,1,0}. Determine A x B

1.2.1 Exercicios
1. Considere A = {a,b,e, f} e B={a,b,r, f,z}. Determinar AU B.
2. Considere C = AU B, onde A ={1,3,7,9} e B={2,7,8,9}.

Determine se é verdadeiro ou falso:

(a) —1eC.
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(b) TeC.

(¢) {1,8) C C.

. Defina a operacao de interseccdo A N B de dois conjuntos.
. Considere A = {a,b,¢, f,g,t,h} e B={c,1,0,8, 2, h}. Determine AN B.
. Represente no diagrama de Venn a operacao de interseccao de conjuntos.

. Considere A = {1,5,8,9}, B ={20,50} e C = {5,50}. Encontre

(a) (AUB)NC.

(b) AN(BUC).

. Considere os conjuntos A, B e C'. Representar no diagrama de Venn:

(a) AUB.
(b) A\ C.
(c) AUBUC.
d) AncC.
() ANBNC.

(f) (AnC)U(BNCOC).
Considere A ={1,3,4,8}, B={-1,7,3,8} e C ={0,1,2,9}. Determine (AU B)N (4 \ C).

Sendo A = {0,2,4,6} e B = {2,4,7,8,9,10}, classifique como verdadeiro ou falso as seguintes
afirmacoes:

(a) A\ B =1{0,2,6,—7,-8,-9, 10}

(b) A\ B = {0,6}

(c) B\ A={7,8,9,10}

(d) B\ A={-6,0,7,8,9,10}

(PUC-Ri0-2009) Em um colégio, de 100 alunos, 80 gostam de sorvete de chocolate, 70 gostam de

sorvete de creme e 60 gostam dos dois sabores. Quantos alunos nao gostam de nenhum dos dois

sabores?

(PUC) Numa pesquisa de mercado, verificou-se que 15 pessoas utilizam pelo menos um dos produtos
A ou B. Sabendo que 10 dessas pessoas nao usam o produto B e que 2 dessas pessoas nao usam o

produto A, qual é o nimero de pessoas que utilizam os produtos A e B?
Considere A = {a,b,c,d} e B ={2,—6,7}. Determine A x B.
Verifique se verdadeiro ou falso: Para todos conjuntos A e B:

(a) ACAxB.
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(b) D Cc Ax B.
(¢) Se C C Bentao Ax C C Ax B.
(d) (AnB) x BC A x B.

(e) Ax B # B x A.
14. Se A é um conjunto tal que n(A x A) =9 e sabendo que (2,4), (4,5) € A x A, determine A x A.
15. Suponha que (2z + 3,4) e (—1,y — 2) séo iguais. Determine z e y.
16. Defina o produto cartesiano de trés conjuntos A, B e C.
17. Determine o produto cartesiano de A = {0,1}, B = {1,2,4} e C = {9, 8}.
18. Forneca um exemplo do cotidiano onde a nocao de produto cartesiano é usada.
19. Dados U = {1,2,3,4,5}, A= {3,4,5} e B = {1,2,3,4}, determinar:

(a) Ax A.
(b) (Ax A) x (B x B).
(c) (ANU) x (B\ A).
(d) 0 x A.

20. Sejam A, B e C conjuntos contidos no conjunto dos nimeros naturais N, tais que A é o conjunto
dos numeros menores do que 250, B é o conjunto dos nimeros miltiplos de 4 e C' é o conjunto dos
niimeros pares. Denotando por AY =N\ A, BY =N\ Be C% =N\ C, o ntimero 33 pertence a:

(a) (A°uB)ncC®

(b) A°NB°nCC

(c) (ANnB)U (AN CY)
(d) (A°NBY) U (B°nCY)

(e) (AUBY)NC

1.3 Conjuntos Numéricos

Nesta segao, vamos estudar alguns conjuntos numéricos e suas respectivas operacoes algébricas. Vamos
iniciar com o estudo dos niimeros naturais.

Sempre usamos os nimeros naturais na hora de fazer algum tipo de contagem. Por exemplo, contando
quantas cadeiras possui uma sala, ou quantos carros podemos estacionar na garagem.

Nestes exemplos, chegamos a numeros da forma 1,2,3,...,100,.... Esses elementos formam o conjunto

dos numeros naturais:

N ={0,1,2,3,...,100,101,...}.
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Exemplo 15.

1. 2345 e N.

2. Para qualquer nimero de CPF (sem pontos e tragos) pertence a N.

3. O seu numero RA pertence a N.

Verifique se verdadeiro ou falso:

1. Todo nimero de RG (sem pontos e tracos) ¢ um nimero natural.
2. O conjunto dos numeros pares positivos é um subconjunto dos niimeros naturais.
3. Para todo nimero natural, existe outro que é maior.

4. Para todo ntimero natural, existe outro que é menor.

Podemos realizar operagoes de adicao e multiplicagao de ntimeros naturais, com essas operagoes retor-

nando numeros naturais.

Exemplo 16.
1.24+5=7
2. 4x3=12.

As operagoes de adicao e multiplicacao entre dois nimeros naturais resulta sempre um numero natural.
Agora a subtracao de nimeros naturais nem sempre é um ndmero natural.

Um exemplo prético: Suponha que vocé possua R$ 100,00 na sua conta bancéria. Vocé efetuou um
pagamento no cartdo no valor de R$ 110,00. Assim, vocé ficou com saldo negativo de R$ 10,00, que

geralmente aparece em seu extrato na forma -R$ 10,00.

Complete o seguinte extrato bancario:

Extrato
Movimentagao | Valor | Saldo
Depdésito 250 250
Saque 200 50
Saque 100 -50
Saque 100
Depésito 50
Saldo final

Para efetuar operagoes de subtragao, vamos introduzir nimeros adicionais, que s@o os nimeros naturais

com o sinal negativo. Esse novo conjunto numeérico, denominado de conjuntos dos numeros inteiros, e
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denotado por Z, é formado pelo conjunto dos niimeros naturais mais as contrapartes negativas dos nimeros
naturais, ou seja,

Z={.,-3-2,-1,0123,...}

Podemos pensar no conjunto dos niimeros inteiros como sendo uma extensao do conjunto dos nimeros

naturais que permita a operacgao de subtragao. Segue da nossa definicao que

N C Z.

Agora podemos realizar operacoes de adi¢do, subtracao e multiplicacdo de ntimeros inteiros, sem “sair”

do conjunto dos nimeros inteiros.
Exemplo 17.
1. 445 =9 (Adicao de nimeros naturais).
2.4—-5=-1
3 —4+3=-1
No caso da multiplicagao, devemos lembrar a regra dos sinais:
1. 2 x 5 =10 (Multiplicacdo de ntimeros naturais).
2. 4 x (—2) = —8 (Regra de sinais: +— = —).

3. —3 x 4 = —12 (Regra de sinais: —+ = —).

4. (—4) x (—=2) = +8 (Regra de sinais: —— = +).
Exemplo 18. Uma explicagao sobre a regra —— = +. Para todo numero inteiro x, temos que x — x = 0.
Assim, por exemplo, se x = —4, substituindo na equacao anterior, devemos ter igualdade. Assim
—4—(—-4)=0.
Como também temos que —4+4 = 0, entdo devemos ter — —4 = 4. O mesmo argumento é valido para todo
inteiro.

Para o exercicio seguinte, colocamos como prioridade a multiplica¢do e depois a adigdo/subtragao.

Resolva as seguintes expressoes:

1. 3x2+1
2. —3x6
3. —2x—4

4. =9 x10—4 x (-3)
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Para completar nosso conjunto de operagoes que realizamos diariamente, esta faltando a divisao de
ntimeros. Nesse caso, observamos que se tomarmos os inteiros 4 e 2, entao a divisao de 4 por 2 resulta em 2,
que também é um inteiro. No entanto, se tomarmos os nimeros 1 e 3, vemos que a divisao de 1 por 3 nao
retorna um inteiro. Nesse caso, teremos novamente que estender nosso universo de ntimeros. Nosso préximo

conjunto é o conjunto dos niimeros racionais:
a
Q:= {5 ca,beZ,b#0}

A expressao da forma § é denominada de fragao. O nimero a é chamado de numerador, enquanto o ntimero
b é o denominador. Assim, Q é formado por todas as fragdes onde o numerador e o denominador sdo nimeros
inteiros, com o denominador sempre diferente de zero. Observe que para todo ntimero inteiro a, temos que

a = {. Assim, todo ntimero inteiro ¢ também um nimero racional. Logo
NCZcQ.

No conjunto dos numeros racionais, podemos realizar operagoes de adi¢ao, subtragao, multiplicagao e
divisao, sem a necessidade de novos niimeros. Vamos relembrar essas operagoes para os nimeros racionais.
Comegamos com as operagoes de adicao e subtracao.

Para realizar a adi¢do/subtracao de fragbes com o mesmo denominador, basta realizar a operacao cor-

respondente nos numeradores:

Exemplo 19.

Resolva as seguintes expressoes:

1 3 1
§+§
1 4
2 _§+5
-2 1 7
3 e

No caso em que a operacao de adi¢do/subtracao envolve denominadores distintos, devemos recorrer ao

caso anterior. Primeiramente, observe que uma fragao pode ser escrita de diferentes formas. Por exemplo:

Dizemos que cada uma das fra¢oes acima sdo equivalentes: Se vocé realizar a operagdo de divisdo em uma
calculadora, o resultado serd sempre o mesmo, no caso igual a 0.5.
Assim, dada uma soma de fracées com denominadores distintos, podemos “trocar” cada fragdo por uma

fragao equivalente de tal forma que fiquem com os mesmos denominadores.
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Observe o seguinte exemplo:

Exemplo 20. Vamos realizar a seguinte opera¢ao: % + %, Observe que os denominadores sdo distintos,

assim nao podemos aplicar diretamente a operagdo de adicao nos numeradores.

3

Observe no entanto que £ =3 e que 2 = 8. Assim
276

[SSIESS
ol

N | =
Wl =
Il
D W
+
| oo

Observe agora que a ultima adi¢do envolve demominadores iguais, assim podemos concluir que

Concluimos entdo que % + % = 1—61.

O exemplo anterior fornece um meio de realizar operagao de adigao/subtragdo com fragoes de denomi-
nadores distintos. Para tanto, consideramos fracoes equivalentes com denominadores iguais. Um meio de
conseguir fragoes equivalentes com denominadores iguais é pelo método do minimo multiplo comum.

Lembramos que o minimo multiplo comum (mmc) entre niimeros naturais é o menor nimero que é

miltiplo simultaneo desses nimeros.

Exemplo 21. Observando os miltiplos inteiros de 2 e 3, temos respectivamente
Multiplos de 2: 0,2,4,6,8,10, ..
Muiltiplos de 3: 0,3,6,9,12, ....
Observe que o menor numero maior que zero que esta nas duas listas € o nimero 6. Assim, o menor

maultiplo comum entre 2 e 3 é o numero 6. Denotamos o menor miltiplo comum entre 2 e 3 por
mmc(2,3) = 6.

Exemplo 22. Vamos usar um método para encontrar o mmc de dois niumeros. Vamos usar como exemplo
os numeros 3 e 4. O método é demonstrado a sequir:

Primeiramente, construimos a sequinte tabela:

34

Observe que temos apenas os numeros 3 e 4, que $ao 0s numeros que gostariamos de encontrar o mmec.
Agora, obtemos o primeiro nimero primo que divide pelo menos um dos nimeros. Nesse caso, observamos
que o numero 2 é primo e divide 4. Assim, escrevemos 2 na ultima coluna da primeira linha, e na sequnda

linha, inserimos o valor da divisdo de 4 por 2, enquanto apenas reescrevemos o numero 3.
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Novamente, o numero primo 2 ainda divide um dos nimeros, no caso o préoprio 2. Assim, repetimos o

passo anterior para a sequnda linha:

3 4|2
3 2|2
3 1

Agora o niumero primo nao divide nenhum elemento da ultima linha. Passamos ao prdéximo primo que

€ o numero 3. Assim, chegamos a tabela seguinte:

3 4|2
3 2|2
3 113
1 1

Quando chegamos a uma linha com todos os nimeros iguais a 1, significa que encerramos o pProcesso.

Para encontrar o mme(3,4), basta multiplicar todos os nimeros da dltima coluna. Nesse caso

mme(3,4) =2 x 2x 3 =12.

Encontrar os seguintes mmc:
1. mme(2,4).
2. mme(5,7).
3. mme(2,3).
4. mmc(2,3,5) (Procedimento andlogo ao caso com dois nimeros. Nesse caso, basta adicionar

mais uma coluna com o terceiro nimero).

Voltando ao nosso problema de realizar adi¢ao/subtracdo com fragoes de numerados distintos, devemos

realizar as seguintes operagoes:

e Encontramos o mmc entre os niimeros que aparecem nos denominadores.
e Trocamos cada fracao, pela fragao equivalente com o denominador igual ao mmc.

e Realizamos as operagoes como no caso de denominadores iguais.

Exemplo 23. Vamos realizar a sequinte operacao % — %. Temos que mme(3,4) = 12. Vamos trocar cada

fragcao por uma fragao equivalente e com denominador igual a 12.



1.3. CONJUNTOS NUMERICOS 24

Comecamos com a fragao % Observe que para tornar o denominador dessa fracao igual a 12, devemos
multiplicar o denominador por 4 (observe que esse € o resultado da divisdo de 12 por 3). Assim, multiplicando

o numerador e o denominador por 4 temos que

Observe que ao multiplicar o numerador e o denominador pelo menos nimero (no caso o 4), nao alteramos
o valor da fragao, ou seja, obtemos uma fracao equivalente.

: P ~ o1 1_ 3 .
Procedendo de maneira andloga para a fragio 3, vamos obter que ; = 15. Assim

Calcule:
1L 3+3
2. 2+1
3. —-3-2
¢ +i-3

5. 2 +2. (Lembre que 2 = 2),

Para concluir as operagoes no conjuntos dos nimeros racionais, devemos lembrar como realizar as
operagoes de multiplicacao e divisao. No entanto, essas operagoes sao mais naturais do que a operacao
de adigao. Vejamos:

No caso da multiplicacao de fragoes, basta multiplicar os numeradores e dividir pela multiplicacao dos

denominadores:

Exemplo 24.

X -
52 10

;4 2 x —4 -8
2

ot Do

Um comentério sobre o sinal em fragoes. Usando a mesma regra de sinais para os inteiros, temos que

%1 = }3 Assim, escrevemos —% para representar %1 ou }3

Calcule

—_
SN
X

|
=l
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No caso da divisao, observamos que § = a x %, ou seja, para dividir a por b, na verdade realizamos a
multiplicacao de a pelo inverso de b = %, ou seja, %. Assim, temos que
m n
p.m_p n
q n qg m

De modo simplificado, para dividir a fracao % pela fracao 7, realizamos a multiplicagao da fragao % pela

fracao .
m

Exemplo 25. Vamos calcular a divisao g = % Usando a definicdo acima, temos que

3 7 21
7><7—
5 2

=10

o] w
= o

Calcule
1.3
1- 577.
7 . =2
2. gTT.

Para concluir o estudo sobre os nimeros racionais, vamos estudar as fragoes reduzidas: Dizemos que

uma fragao % esta em sua forma reduzida se p e ¢ sao primos entre si, ou seja, nao existe um ndmero inteiro

2

2 5 9
) 3

oL . s e 4 3 .~ ~ . 4 ~
positivo diferente de 1 que divide p e ¢q. Por exemplo =, 4 sao fracoes reduzidas, enquanto g, 15, 57 nao

estao na forma reduzida.
Para obter a fragao reduzida de uma fragao, basta realizar sucessivas divisoes no numerador e no deno-

minador até o ponto onde nao for mais possivel.

Exemplo 26. Vamos obter a fra¢ao reduzida de %, Para isso, observamos que o numerador e o denomi-

nador sdo divisiveis por 2. Logo

12 6x2 6

36 18x2 18

6

Assim, obtemos a fra¢do que novamente possui numerador e denominador divisiveis por 2. Logo ainda

18~
nao esta na forma reduzida. Realizando o processo de divisdéo por 2 mais uma vez, teremos que 16—8 = %
Agora, a fra¢do % tem numerador e denominador divisivel por 3. Assim % = % Observe agora que % DPOSSUL

numerador e denominador que sao primos entre si. Logo € uma fracdo reduzida. Temos assim que

12 6 3 1

36 18 9 3

Logo, % € a fragao reduzida da fracao :1,)%.

No processo de reducao de fracoes, podemos comecar a divisao do numerador e denominador por valores
altos. Nesse exemplo, poderiamos ter comecado a divisao com o numero 12. Isso elimina alguns passos
intermedidrios. No entanto, em muitos casos, nao fica claro um valor alto para comeg¢ar a divisdo. Assim,

recomenda-se nesses casos comegar com numeros pequenos, iniciando-se no numero 2.
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Para os alunos com conhecimento em programacao. Realizar em pseudo-cédigo um algoritmo que

recebe dois valores inteiros p e ¢, e retorna dois valores m e n, onde ™ é a fragao reduzida da fragao

n

P
q

Concluimos a secao com o conjunto dos numeros irracionais. Trabalhamos até o momento com os

nimeros racionais, que sao as fracoes do tipo ¢ com a,b € Z.

Se executarmos a operagao de divisao, chegamos na representacao decimal de . Nesse caso, chegamos

sempre a um dos seguintes casos:
1. Uma dizima finita (Ex: £ = 0.5).
2. Uma dizima infinita, mas periédica (5 = 0.333333--- = 0.3).

E os nimeros que possuem dizimas infinitas e nao periédicas?
Por exemplo,

1,01001000100001000001000000100000001.....

Observamos que existe um padrao de formagao do nimero acima, mas nao é finita e nem periddica. Esse
nimero é um exemplo de um numero irracional. Outros niimeros irracionais importantes sao o nimero pi
7 = 3.14159265359 - - -, 0 nimero de Euler e = 2.7182. e o ntimero /2.

Os numeros com dizimas infinitas e nao periédicas formam os conjuntos dos ntmeros irracionais e a
uniao dos racionais com os ntmeros irracionais denominamos de conjunto dos nimeros reais, e denotamos

por R. Na proxima secao, vamos estudar de forma um pouco mais detalhada o conjunto dos nimeros reais.

1.3.1 Exercicios

1. Resolva as seguintes expressoes:

(a) 3x2+1

(b) —2 x (—3) +2

(c) —3x6

(d) -2 x —4

(e) (=9 x10)—(4x(=3))
(f) 2x3-5

(g) 4 x4—20x(-2)

2. Resolva as seguintes expressoes:
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() -3
3. Calcule:
@ b+
) 3+
() 3+%
(d) -3
() §+5
(f) -1
(2) % - 154
(h) 343
() —55+ 3
() —5+53

—~
=
W=
+
(SN
+
N[N

) s—3+1
4. Calcule:

(a) 3% 3

(b) T xF

() —5+3

(d) 5+ 3

1.4 Conjunto dos Niumeros Reais

1.4.1 Conjunto Ordenado

Podemos pensar no conjunto dos niimeros reais como uma reta, que ndo possui comeco e nem fim.

Primeiramente, vamos imaginar o conjuntos dos nimeros inteiros Z dispostos da maneira apresentada

na Figura [I.6]

« s s s e & =

Figura 1.6: Conjunto dos Niimeros Inteiros

O ponto vermelho representa o nimero 0. O préximo ponto a direita do zero, é o nimero 1, depois o
nimero 2 e assim sucessivamente. Do lado esquerdo do ntimero 0, temos os nimeros negativos -1, -2, -3 ...
Agora, vamos inserir os nimeros racionais. Por exemplo, sabemos que a fracao % é um nuimero racional,

que esta entre 0 e 1. Vamos coloca-lo em nosso desenho (o ponto azul) na Figura
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Figura 1.7: Conjunto dos Numeros Racionais

De forma anéloga, colocando todos os racionais, teremos um desenho parecid(ﬂ com a Figura

Figura 1.8: Conjunto dos Ntumeros Racionais

Para que o desenho acima se torne uma reta, precisamos preencher aqueles pequenos espagos em brancos.
Esses novos elementos sao chamados de nimeros irracionais.
Por exemplo, o niimero v/2 é um ntmero irracional. Ele esta entre o ntimero 1 e o ndmero 2. O valor

V2 é igual a medida da hipotenusa de um triangulo retangulo de catetos iguais a 1 (ver Figura .

V2

Figura 1.9: O Nimero v/2

Outro exemplo importante de niimero irracional é o nimero conhecido como 7 = 3.1415...

A unido entre o conjuntos dos racionais e dos numeros irracionais forma o conjunto dos nimeros reais.
Denotamos o conjunto dos nimeros reais por R.

Com a inclusdo dos nimeros irracionais em nosso desenho, agora temos uma reta (Figura [1.10)), que

representa o conjuntos dos ntimeros reais R.

Figura 1.10: O Conjunto dos Numeros Reais

Observamos ainda que, podemos orientar nossa reta da esquerda para a direita. Assim dados dois
nimeros nessa reta, representados pelos pontos verde e azul na Figura podemos dizer que o ponto

verde é menor que o azul, pois o azul esta a direita do verde.

Y

Figura 1.11: O Conjunto dos Nuimeros Reais

Definimos assim uma ordem sobre o conjuntos dos nimeros reais. Dados dois pontos = e y, denotamos

por z <y o fato de x ser menor que y, ou seja, que y esta a direita de .

2Formalmente, o desenho seria diferente, devido a densidade dos racionais. Ver Capitulo 2 de 8]
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O conceito de ordem nos numeros reais nos permite definir os seguintes subconjuntos:

Dados a,b € R, denotamos por [a, b] o subconjuntos dos nimeros reais formados por todos os elementos

que estao entre a e b, incluindo também os elementos a e b. Escrevemos esse conjunto da seguinte forma:
[a, b)) ={r €eR:a <z <b}

Podemos pensar em [a, b] como o segmento de reta que vai de a até b, representada na Figura [1.12]

L =)
[ R=nd

Figura 1.12: Intervalo [a, b]

Em algumas situagoes, queremos o segmente de reta que vai de a até b, mas excluindo um ou os dois
extremos, ou seja, excluindo umas das extremidades.

Nestes casos, temos os seguintes conjuntos representados na Figura [[.13}

1) la,b)]={r € R:a <z <b}

a

[ =

Y

la,b[={ze R:a<z <b}
a b

la,bl={z € R:a< z < b}
a b

Figura 1.13: Intervalos da Reta Real

Em 1), temos o segmento de reta que vai de a até b, menos o ponto inicial a.

Em 2), temos o segmento de reta que vai de a até b, menos o ponto final b.

Finalmente, em 3), temos o segmento de reta que vai de a até b, menos o ponto inicial a e o ponto final
b.
Os subconjuntos descritos acima sao denominados de intervalos.

Exemplo 27. Considere o intervalo I = [2,7[. Entao I representa o subconjunto dos nimeros reais que

$G0 maiores ou 1quais a 2 e que sao estritamente menores que 7.

Por exemplo, 3.5 € um elemento de I. De fato 3.5 é maior ou igual que 2 e também, 3.5 € estritamente
menor que 7.

Exemplo 28.

1. [1,5] - Todos os nimeros reais que sGo maiores ou iguais a 1 e menores ou iguais a 5.
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T=
—

W

=<

€T
|
1

V

Figura 1.14: Distancia de z a y

2. 12,7] - Todos os nimeros reais que sio maiores que 2 e menores que 7.
3. [2,7[ - Todos os niimeros reais que sGo maiores ou iguais a 2 e menores que 7.

4. 12,7] - Todos os nimeros reais que sao maiores que 2 e menores ou iguais a 7.

Verifique se verdadeiro ou falso:
1. O ntmero 3 esta no intervalo (3,5).
2. O ndmero 2.3 néo esta no intervalo (2, 5].
3. O ndmero 1.8888 esta no intervalo (0, 1).
4. O numero —2 esta no intervalo [—5, —1].

5. —4€0,5).

Vamos concluir essa se¢cao com a operagao de médulo de um nimero real:

Definicao 1.10

Seja & um niimero real. Definimos o médulo de x, denotado por |z|, da seguinte forma

|z =

Exemplo 29.
1. 2] =2.
2. | —4] =—(-4) =4.
3. 10| = 0.

De uma forma simplificada, o médulo de um nimero real é o préoprio nimero se for positivo, e nos casos
de nimeros negativos, ‘esquecemos’ o sinal negativo.

Podemos pensar também no médulo de um nimero real como sendo a distdncia do niimero em relagao
ao numero 0. De um modo mais geral, dados dois ndmeros z e y, o valor |z — y| representa a distancia entre
x e y, como mostrado na Figura |1.14]

A seguinte proposicao fornece algumas propriedades da operacao médulo:
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Proposicao 30. Para todos nimeros reais x,y € R, valem as sequintes propriedades:

1. |z| >0

2. |z|=| -zl

5. |zyl = lz[lyl-

4 |z =yl =y —=|-
5 |z +yl < x| + [yl

Vamos explorar mais as propriedades de mddulos nas segoes seguintes sobre inequagoes.

1.4.2 Exercicios

1. Determine ser verdadeiro ou falso:

(a) 2€[-1,2).

(b) —5 € [-9, —8].

(¢) 7€ (7,8].

(d) O intervalo [1,2] possui apenas 2 nimeros: 1 e 2.

(e) O intervalo (1,1) é vazio.
2. Calcule:

(a) 35

(b) =[5 -17]

¢) Mostre que |z|? = z2.
q

(d) Forneca um exemplo de nimero real z tal que |z|? # x3.

1.4.3 *Conjunto Completo

Nesta secao vamos estudar a nogao de completude dos nimeros reais. Essa se¢ao pode ser omitida em uma
primeira leitura.

Vamos comecar discutindo um exemplo. Considere o intervalo

I=13,7].

Observe que todo elemento de I é menor ou igual que 7. Mas, observe também que todo elemento de I
é menor que 8, que 9, 10, 1000...

Podemos caracterizar o elemento 7 neste caso como um niimero que é maior ou igual & todos os elementos
de I, mas também que é o menor niimero com essa propriedade, ou seja, se x é um niimero que é maior ou
igual a todos elementos de I, entao 7 < z.

Podemos abstrair e fornecer a seguinte defini¢ao:
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Definicao 1.11

Seja S um subconjunto de R.
e Um nuimero z que é maior ou igual que todo elemento de S é uma cota superior para S.
e Se S possui cota superior, dizemos que S é limitado superiormente.

e A menor cota superior de S (se existir) é denominada de supremo do conjunto S. Denotamos

o supremo do conjunto por sup(S).

Assim, no nosso exemplo anterior, os ntimeros 7,8,9, 10... sdo todos cotas superiores de I = [3,7[ e o
nimero 7 é o supremo do conjunto I, ou seja, sup(S) = T7.

O conjunto dos nimeros naturais N ndo tem uma cota superior, ou seja, ndo existe um ntumero real que
seja maior que todo nimero natural. Como consequéncia, o conjunto dos nimeros inteiros Z, dos racionais
Q, dos numeros irracionais e o conjuntos dos nimeros reais R néo sdo limitados superiormente.

Uma melhor caracterizagdo para o supremo de um conjunto S pode ser dada da seguinte maneira:

Um numero x € R é o supremo do conjunto S se:
e Para todo y € S, temos que y < x.

e Para todo € > 0, existe y € S tal que

y+e>uwx.

A primeira sentenga acima apenas afirma que & é uma cota superior. A segunda sentenga é equivalente a
dizer que x é a menor das cotas superiores.
Observemos que o supremo de um conjunto, se existir, pode pertencer ao conjunto ou n~ao. Por exemplo,
se S=1{0, 2, 3, 7—2, 7,22}, ent”ao z = 22 “e o supremo do conjunto S. Nestes casos, se o conjunto possui um m
12 3

“aximo, ent~ao esse m “aximo “e o o supremo. Por outro lado, considere o conjunto S = {0, =555 }, oude

forma mais compacta: S é o conjunto formado por todos os nimeros da forma

para n um nuimero natural maior que zero. Entdao temos que 1 é o supremo do conjunto S, mas 1 ¢ S.

Vamos agora enunciar a propriedade de completude dos niimeros reais:

Teorema 31 (Completude de R). Todo subconjunto nao vazio e limitado superiormente de R admite su-

premo.

Até o momento apenas trabalhamos com limitantes superiores. Naturalmente, temos defini¢oes andlogas

para o caso de limitantes inferiores:
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Definicao 1.12

Seja S um subconjunto de R.
e Um ntimero z que é menor ou igual que todo elemento de S é uma cota inferior para S.
e Se S possui cota inferior, dizemos que S é limitado inferiormente.

e A maior cota inferior de S (se existir) é denominada de infimo do conjunto S. Denotamos o

infimo do conjunto por inf(.S).
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Por exemplo, se S = {1, 5, 3, 7, .-}, entdo

e —5, —1, 0 sao exemplos de cotas inferiores e

e 0 nimero 0 é o infimo do conjunto S.
Como consequéncia da Completude de R, podemos também enunciar o seguinte:
Lema 32. Todo subconjunto nao vazio e limitado inferiormente de R admite infimo.

A prova segue-se considerando que se S é nao vazio e limitado inferiormente, entdao o conjunto —S =
{—z : 2 € S} é ndo vazio e limitado superiormente. Logo admite supremo y = sup(—S). Basta notar agora

que —y é o infimo de S.

1.5 Relacoes

Nesta secao, vamos introduzir a definicao de relagao entre dois conjuntos.

Considere a expressao = < . E uma expressao abertas : seu valor verdadeiro ou falso depende dos
valores de x e y.

Podemos pensar que a expressdo é uma relagao entre as varidveis x e y. Suponha que A = {5,2,3,8} e
B ={-1,6,7}. Para quais valores de x € A e y € B a relagdo é verdadeira?

Podemos verificar que se tomarmos x = 5 no conjunto A e y = 6 no conjunto B, entdo é valida a relagao
x < y. Mais ainda, podemos verificar que o par ordenado (5,6) do produto cartesiano A x B satisfaz a
relacao x < y.

Considerando agora todos os pares (z,y) tais que x € A e y € B e x < y, chegamos ao subconjunto
R={(5,6),(5,7),(2,6),(2,7),(3,6),(3,7)} CAx B

Podemos dizer que cada par do conjunto construido acima é uma relagao entre a primeira coordenada e a

segunda coordenada.

O conjunto R construido acima é o que vamos chamar de uma relagao de A em B.

Definicao 1.13

Uma relagdo R entre os conjuntos A e B é um subconjunto de A x B:

RCAxB
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Se o par (x,y) € R, dizemos que z esta associado ao elemento y e escrevemos y = R(z). Em alguns
livros, é também usado a notacdo xRy para indicar que (z,y) € R.

Observe que na introdugao, consideramos primeiro uma relacao da forma z < y e depois contruimos o
conjunto R C A x B. Na defini¢do acima de relagado entre dois conjuntos, uma relagao é qualquer subcojunto

R do produto cartesiano de A por B.

Construa a relagao de A = {2,6,1,9} em B = {3,9,2,0} definida pela expressao z =y

Um modo importante de vizualizar uma relagao é através do uso de diagramas de Venn. O seguinte
exemplo mostra essa construgao:
Exemplo 33. Considere A ={2,6,1,9}, B ={4,9,2} e a relagio de A em B dada por R = {(6,9), (6,2), (1,4)}.

Podemos representar essa relagao pelo sequinte diagrama da Figura[I.15.

Figura 1.15: Relacao R

Definicao 1.14

Dada uma relagdo R de A em B, chama-se dominio de R ao conjunto dos x que pertencem a A tais

que existe y € B e (z,y) € R. Denotamos o dominio da relagdo R por Dom(R).

Em outras palavras, o conjunto formado pelas primeiras coordenadas dos pares que estdao em R.

Exemplo 34. Considere a relagao R = {(1,4),(4,2),(0,1)}. Entdo Dom(R) = {1,4,0}.

Definicao 1.15

Considere uma relacao R de A em B.
1. Denominamos B de contra-dominio de R.

2. Denominamos de imagem de R ao conjunto dos y que pertencem a B tais que existe x € A e
(z,y) € R. Em outras palavras, a imagem de R, denotada por Img(R) é o conjunto formado

pelas segundas coordenadas dos pares que estao em R.

Exemplo 35. Considere a relagio R = {(1,4), (4,2),(0,1),(-1,2)} em A ={1,4,0,-1,5} e B ={4,2,1,7,9,0}.

Entao:
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1. Dom(R) = {1,4,0,—1}.
2. Img(R) = {4,2,1,2}.

Observagao 36. Dada uma relagao R de A em B, temos que
1. Dom(R) C A.

2. Img(R) C B.

Considere R = {(2,0),(4,1),(—-1,1)}. Se A = {2,4,4} e B = {0,2,3} é possivel que R seja uma

relacao de A em B ?

Se R e S sao relagoes de A em B, entao R e S sao subconjuntos de A x B e portanto, podemos realizar

as operagoes de uniao, intersecgao e complementos, obtendo novas relagoes de A em B:

Definicao 1.16

Considere R e S relagoes de A em B. Definimos
1. A relagao unido RU S.
2. A relagao intersecgao RN S.

3. A relacdo complementacio RC = (A x B) \ R.

Considere A = {1,2,3,4}, B ={2,3,4,5,6} e as relagdes R = {(z,y) : < y}, S = {(z,y) : z > y}
e T ={(z,y)|r = y}. Determinar RN S, RUS e R®.

Considere A = {1,2,3,4}, B =1{2,3,4,5,6} e as relagdes R = {(z,y) : < y}, S = {(z,y) : x > y}

e T ={(x,y)|r = y}. Fazer o diagrama no plano cartesiano.

Definicao 1.17: Relagao inversa

Dada uma relacdo R de A em B, definimos a relacdo inversa R~! como a relacio de B em A tal que

(y,z) € R™! se, e somente se, (z,y) € R.

Sejam A = {-1,0,2} e B={-1,-2,5,6}. Considere a relagao R definida por x < y. Determine a

relacdo inversa R™1.

Definicao 1.18: Composicao

Dadas duas relagoes R de A em B e S de B em C, podemos definir uma relagdo 7' de A em C.
Definimos T' como o conjunto dos pares (z, z) tal que existe y € B com (z,y) € Re (y,z) € C.

A relagao T é denotada por S o R e denominada de composta de S e R.

A Figura[1.16] representa a relagdo de composicdo através de diagramas.
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A B
‘ R G S
SoR
Figura 1.16: Composigao

Considere a relacao R = {(1,2),(4,5),(4,7)} de A = {1,4,5} em B = {2,5,7,8} e a relacio S =
{(2,-1),(7,10)} de B em C = {—1,0,5,10}. Determine a relagdo S o R:

Definicao 1.19

Considere R uma relagdo de A em A. Dizemos que:
1. R é uma relacao reflexiva se (z,x) € R para todo x € A;
2. R é uma relagao simétrica se (z,y) € R implicar (y,x) € R;

3. R ¢é transitiva se (z,y) € R e (y,2) € R implicar que (z,z) € R;

Exemplo 37. Considere A = {0,2,4} e R a relagao R = {(0,0),(2,2),(4,4)}. Entio R é uma relagio

reflexiva, simétrica e transitiva em A.

Exemplo 38. Considere A = {0,2,4} e R a relagio R = {(0,0),(2,2),(4,4),(2,4)}. Entdo R é uma
relagdo reflexiva. A relagio R nao é simétrica pois (2,4) € R, mas (4,2) ¢ R. Também ndo € transitiva

pois (2,2) € R e (2,4) € R, mas (2,4) ¢ R.

Considere A = {a,b, ¢, d}. Classifique as seguintes relagoes em A em reflexivas, simétricas e transiti-

1. R={(a,0), (a,8), (b,), (6, )}.
2. R={(a,a)}.
3. R=AxA.

4. R=(Ax A)\ {(ba)}.

1.5.1 Exercicios
1. Construa as relagoes e esboce o diagrama:

(a) A=1{4,2,1,5}, B=1{0,4,8,1} e y é multiplo de x.
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(b) A=1{0,2,3,4,5}, B={4,5,6} e x +y = 4.
(¢c) A={-1,5,7,2}, B=1{0,3,5,2} e x # y.

(d) A= {71757233}3 B = {07 {572}7 {7133}} ercy.

. Considere R = {(1,3), (4,5),(7,10)}, A={1,7,—4} e B = {3,7,4,10}. Pode R ser uma relacao de A

em B?

. Considere A = {2,5,3}, B=1{0,3,4} e R = {(2,4),(5,4)}. Determine uma expressao que determina

a relagao R.

. Seja R C N x N definida por y = z + 3. Determine dom(R) e Img(R).

. Considere A = {0,3,5,9}, B ={1,5,4,7,3} easrelagdes R = {(z,y) : x <y}, S={(z,y) :y =z +1}

e T = {(v,y)|r = y?}. Determinar RN S, RUS e T®. Fazer o diagrama no plano cartesiano das

relacoes R, S e T.

. Sejam A ={-1,0,2,5,6} e B={-1,-2,5,6}. Considere a relagdo R definida por = y. Determine

a relacdo inversa R™1.

. Sejam A ={-1,0,2,5,6,10} e B ={—1,—2,5,6}. Considere a relacdo R = {(0,—1), (—1,5), (10,2)}.

Determine a relacdo inversa R~!.

. Considere a relacdo R = {(0,7), (4,5),(2,2),(4,7)} de A ={0,1,2,4,5} em B = {2,5,7,8} e arelacdo

S ={(8,-1),(7,10),(2,5)} de Bem C = {—1,0,5,10}. Determine a relacdo SoR. Faca um diagrama.

. Considere A = B = C = N e as relacoes R definida por y = x+1 e S definida por y = x+2. Determine

a relacao composta S o R.

Considere A e B conjuntos e R uma relacdo de A em B. Determine Ro R~' e R™'o R.



CAPITULO 2

EQUACOES ALGEBRICAS

Equagoes algébricas sdo igualdades envolvendo uma varidvel (ou mais). O objetivo é encontrar valores para

essas variaveis que satisfacam a igualdade.

2.1 Equacgoes do Primeiro Grau

Vamos iniciar o estudo das equacgoes pelo tipo mais simples, que sao as equagoes de primeiro grau:

Definicao 2.1

Uma equagao (algébrica) do primeiro grau é uma igualdade da forma:
ar+b=0

onde a, b sao nimeros reais fixos, com a # 0.

Exemplo 39. Em uma empresa, o saldrio de cada funciondrio é dado por uma parte fixa, no valor de R$
1000,00, mais um adicional de R$ 20,00 por unidade de produtos vendidos por esse funciondrio. Sabendo-se
que um funciondrio recebeu R$ 2000,00 de saldrio, determine quantos produtos foram wvendidos por esse

funciondrio.

No exemplo acima, vamos denotar por z a quantidade de produtos vendidos pelo funcionério. Assim, a
equagao que obtemos é 1000 4 20x = 2000.

Vamos agora obter a solugao da equagao acima, ou seja, encontrar um valor de = que satisfaga a equacao.
Para isso, queremos transformar a equagao de tal forma que fique simplificado e da forma x = valor.

Podemos pensar na igualdade como uma balanga, e em uma equagao como sendo uma balanca equili-
brada. Assim, se alteramos um lado da igualdade (ou seja, um lado da balancga), para manter a balanga
equilibrada, devemos realizar exatamente a mesma operacao do outro lado da balanca.

Voltando a equagao 1000+ 20x = 2000, queremos isolar o x de um lado, e determinar o valor corresponde

que deve ficar do outro lado. Para isso, e mantendo o equilibrio dos dois lados, vamos subtrair o valor -1000

38
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dos dois lados

1000 + 20z — 1000 = 2000 — 1000

Lembre: Subtraimos 1000 dos dois lados, para manter a balanga em equilibrio. Agora, efetuando as

operagoes, temos a nova configuracao da balanca:

202 = 1000

Para finalizar, ou seja, isolar apenas o x, vamos dividir os dois lados da equacao por 20:

20z _ 1000
20 20
Efetuando a operacao de divisao, chegamos a:
z =50

Assim, concluimos que o funciondrio realizou a venda de 50 unidades do produto.

Exemplo 40. Vamos resolver a equacdo —2x—4 = 8. Novamente, queremos eliminar o —4 do lado esquerdo

da equagao. Para isso, adicionamos 4 nos dois lados da equagao e obtemos —2x — 4+ 4 = 8+ 4 e assim,

—2x = 12. Para finalizar, dividimos ambos os lados por —2 e obtemos %25” = 1—22, ou seja r = —6.

2.1.1 Exercicios
1. Resolva as seguintes equacoes:

(a) 22 4+3=7

(b) —dz+5=1

() —x+4=9
(f) 62— 2 =13

(g) 2¢4+9=15

(i) 496—%:%
() 9z +2=11

2. Sejam z e y nimeros tais que os conjuntos {0,7,1} e {z,y, 1} sdo iguais. Entao, podemos afirmar que:

(a) z=0ey=5.

(b) z+y="7.
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(c)z=0ey=1.
(d) z+2y=T1.

(e) z=y.

2.2 Equacoes do Segundo Grau

Uma equacao do segundo grau é uma igualdade da forma:

ax?+bx+c=0

onde a, b sdo nimeros reais fixos (a # 0).

Verifique quais equagoes abaixo sao equagoes do segundo grau:
1. 222 -22+3=0
2. 22 -4=0
3.z+1=4
4. 22 4+ 22 = 322
Para encontrar as solugoes de uma equagao do segundo grau, ou seja, suas raizes, usamos o seguinte
resultado:

Teorema 41. Seja ax® + bz + ¢ = 0 uma equacdo do sequndo grau. Entio as raizes sao dadas por

b+ VA

r
2a

—b— VA

To =
2a

onde A = b2 — 4ac.

A expressao para a solugao de uma equacao do segundo grau é comumente denominada de Férmula de

Bhaskara. Podemos rescrever a solucao da seguinte forma

—bEVA  —bE Vb —dac

2a 2a

1,2 =

Exemplo 42. Vamos encontrar as raizes da equacio x> — 5z + 6 = 0. Primeiramente, identificamos os

coeficientes:
e a=1
e b=-5
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Com os coeficientes determinados, podemos calcular o valor de A:

A=b>—dac= (-5 -4x1x6=25—-24=1

Assim, as raizes sdo dadas por

“b+VA _ (5 +VI_ 541

= 3
o 2 2% 1 2
e
~b—VA (-5 —-v1 5-1 )
To = = = =
2 2a 2 x 1 2
Assim, as raizes sGo x1 = 3 e xo = 2.
Determine as raizes de 22 — 92 + 20 = 0.
Exemplo 43. Vamos encontrar as raizes da equagdo x> — 2x — 2 = 0. Efetuando o calculo do delta,

encontramos que

A=0—dac= (-2 —4x1x(-2)=4+4=38.
Assim, as solugdes sao dadas por

b+ VA —(-2)+V8  2+8
2a o 2x1 2

X1

b-VE _—(-2)-vB _2-8
2a 2x1 2

To =

Observe que, como ndo existe raiz exata de \/8, simplesmente deizamos a raiz, sem fazer nenhuma apro-
zimagdo. Em problemas prdticos, pode ser necessdrio fazer uma aproximacdao dessa raiz, mas em geral, €

mais conveniente deixar a raiz. Em particular, as raizes da equagao sao dadas por

248
2

Z1

Podemos ainda simplificar as expressdes e obter

I1=1+\f2

372:1—\/5
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Lembmnd que /8 = 2v/2 e depois dividindo o numerador pelo nimero 2.

Exemplo 44. Considere a equacdo x> — x + 4 = 0. Entdo

A=(-1)2?-4x1x4=-15

2

Observe que nao existe um nimero real x tal que x* é negativo. Assim, v/—15 ndo € um nimero real. Neste

caso, dizemos que a equacdo nao admite raizes reais.

2.2.1 Exercicios

1. Encontre as raizes das seguintes equacoes:

(a) 22 —4x+4=0

(b) 222 +3x—-5=0

(c) 322 —6x+3=0

(d) 22+ 72 +12=0

(e) —22+62—-9=0

(f) 42> =8z +4 =0

(g) 22 —5x+6=0

(h) —222 +42—-2=0

(i) ba2+22-1=0

(G) 22 +2r+1=0
2. Escreva uma equagao do segundo grau que possua como raizes v = —1 e z = 3.
3. Determine um valor para k de tal forma que a equagao z2 — 2z + k = 0 possua apenas uma raiz real.

4. Encontre as raizes da equacdo 2% — Tz? 4+ 12z = 0.

5. O lucro mensal de uma empresa é dado por L = —z2 + 10z — 16, em que z é a quantidade mensal

vendida. Para que valores de z o lucro é nulo (Ponto conhecido como break-even)?

6. A receita didria de um estacionamento para automéveis é R = 100p — 5p? , em que p é o preco cobrado
pela didria de um veiculo estacionado. Qual preco deve ser cobrado para obtermos uma receita didria

de $ 3757

IPropriedades das raizes serdo revisadas na Segdo



CAPITULO 3

FUNCOES

Nesta secao vamos estudar as fungoes, que sao um tipo especial de relagao entre dois conjuntos e que

desempenha um papel fundamental em toda a matematica.

3.1 Introducao

Dados dois conjuntos A e B, uma func¢ao de A em B é uma relacao f de A em B (logo, f C A x B) com a

seguinte propriedade:
Para todo = € A, existe um dnico y € B tal que (z,y) € f.

Vamos usar a seguinte equivalente definigao:

Definicao 3.1

Sejam A e B conjuntos. Uma funcdo de A e B é uma relagdo (representada por f: A — B) tal que

1. Todo elemento de A esta associado a algum elemento de B.

2. Cada elemento de A esta associado a no méaximo um elemento de B.

Podemos resumir 1) e 2) por:
Todo elemento de A, associamos um tinico elemento de B.

Notagao. Se z € A, denotamos por f(x) € B o elemento de B associado ao elemento z pela fungao

f.

Exemplo 45. Suponha que em uma empresa, o saldrio em uma determinada posi¢do é em fung¢do das horas
trabalhadas, (R$ 10.00/hora). Considere A como sendo o conjunto das quantidades de horas trabalhadas e
seja B o conjunto de todos os valores de saldrios em reais. Suponha que f: A — B define o valor do saldrio
em fung¢do das horas trabalhadas. Assim, se vocé trabalhar 40 horas em um més, entdo seu saldrio serd de
R§400,00. Assim, 40 horas esta associado a R§400,00 pela funcio f, ou seja, f(40) = 400.

De modo andlogo, f(30) =300, ou seja, o saldrio se vocé trabalhar 30 horas serd de R§300,00. Observe

que nossa relagao Hora X Saldrio € de fato uma funcgao.

43
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Primeiro, observe que, a todo valor corresponde de hora trabalhada, podemos associar um valor de saldrio
(imagine trabalhar uma certa quantidade de horas, e no final ndo receber pois ndo existe um valor associado).
Sequndo, observe que a cada quantidade de horas trabalhadas, nossa fungdo retorna exatamente um inico
valor. Seria estranho vocé e um colega seu trabalharem a mesma quantidade de horas, na mesma posi¢do,

e seu colega receber um valor diferente.

Como toda fungao é uma relagao, podemos aplicar aqui as definigdes que usamos para relagoes. Por
exemplo, podemos considerar o dominio, o contra-dominio e a imagem de uma relacao. Vamos relembrar

essas defini¢oes para o caso especifico de fungoes:

Definigao 3.2

Considere uma funcao f: A — B.

1. O conjunto A é denominado de dominio da funcéo.

2. O conjunto B é denominado de contra-dominio da funcao.

Definicao 3.3

Seja f : A — B uma fungdo. O subconjunto de B formado por todos os elementos que estao associado

a algum elemento de A é chamado de imagem da funcdo. Notagao I'mg(f).

Exemplo 46. Considere A ={1,3}, B={2,5,6,7} e a funcdo f : A — B definida por f(1) =5, f(3) = 2.

Entao
1. O dominio da fungao f € o conjunto A.
2. O contra-dominio da funcao f € o conjunto B.

3. A imagem da fungdo € o conjunto Img(f) = {5,2}.

Definicao 3.4

Dizemos que uma fungéo f : A — B é injetora se todo elemento do contra-dominio B esta associado

a no maximo um elemento de A.

Exemplo 47. Considere A o conjunto dos alunos da faculdade e B =N o conjunto dos nimeros naturais.
Considere a fungdo f que associada a cada aluno, seu nimero RA (registro de aluno). Temos que [ é uma

funcao injetora, pois ndao pode acontecer de dois alunos distintos possuirem o mesmo numero de RA.

Exemplo 48. Considere A o conjunto dos alunos de sua classe e B o conjunto formado pelos estados
brasileiros. Considere a func¢do f que associa a cada aluno, seu estado de origem. Para saber se essa fun¢ao
€ injetora, vocé deve observar se na sua classe, existem pelo menos dois alunos que possuem o mesmo estado
de origem.

Observe que, se sua sala possui mais que 27 alunos e todos sao brasileiros, entdo com certeza essa fun¢ao

ndo serd injetora. Elabore um argumento para justificar essa dltima afirmagao.
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Definicao 3.5

Dizemos que uma fungao f : A — B é sobrejetora se todo elemento do contra-dominio B esta

associado a pelo menos um elemento de A.

Exemplo 49. Considere A o conjunto formado por todas as pessoas e B o conjunto formado por todos os

numeros de 1 até 31.

Considere a funcao f : A — B que associa a cada pessoa, seu dia de nascimento. Entdo f € uma funcdo

sobrejetora.

Definicao 3.6

Dizemos que uma fungao f : A — B é bijetora se é injetora e sobrejetora.

Exemplo 50. Considere A o conjunto formado por todos motoristas brasileiros e B o conjunto formado
por todos os numeros de CNH. Seja f a fun¢do que associa a cada motorista seu nimero de CNH. Entdo f

€ uma fungao bijetora.

3.1.1 Exercicios

1. Determine quais relagoes sao fungoes:
(a) A={4,2,1,5}, B=1{0,4,8,1} e R ={(4,0),(2,0),(1,0),(5,1)}
(b) A=1{0,2,3,4,5}, B=1{4,5,6} e R={(0,4),(2,6),(3,5),(5,6)}
(¢c) A={-1,57,2}, B=1{0,3,5,2} e R={(-1,2),(5,3),(7,0),(-1,3),(7,5)}.
(d) A={-1,5,2,3}, B={0,{5,2},{-1,3}} e R={(—1,0),(5,{—1,3}),(2,0),(3,0)}.
() A= B =Ne R arelagio z é divisor de y.

2. Considere P o conjunto de todas as pessoas. Verifique quais relagoes abaixo sdo fungoes:
(a) Considere a relacao R definida por x é pai de y.

(b) Cousidere a relagdo R definida por x é irméo de y.

3. Considere A o conjunto de todos automéveis e B o conjunto formado por todos os tipos de combustiveis.

Defina a relacdo R de A em B definida por y é combustivel de z. Essa relacao é fungao?

3.2 Funcgoes em Conjuntos Numéricos

Quando trabalhamos com fung¢des em conjuntos numéricos, principalmente quando os conjuntos envolvidos
sao infinitos, é natural trabalhar com funcgoes definidas por expressoes matematicas. Vamos observar no

exemplo seguinte como isso é feito:

Exemplo 51. Considere a funcio f : R — R definida por f(x) = z + 22%. Temos entdio que:

1. Dominio da funcgao: Todo o conjunto R.
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2. Contra-dominio da funcao: Todo o conjunto R.
3. Considere o nimero 2. Qual o nimero associado ao 2 pela fungdo f?

Aqui vamos usar a expressao da funcdo. Por defini¢dao, dada um elemento qualquer x € R, temos que o
elemento do contra-dominio associado a x é representado por f(x). Do enunciado, temos que f(x) = x+2x2.
Assim, como queremos saber qual o valor que esta sendo associado ao nimero 2, devemos encontrar f(2),
ou seja, f(2) =2+ 2 x 22 =6. Logo, o elemento 2 ¢ associado ao elemento 6 pela fungdo em questdo.

De um modo geral, para saber qual numero esta sendo associado ao numero x pela fun¢do, basta substitui

o valor de x na expressio f(x) = x + 22 que determina nossa fungao.

Considere a funcdo f : R — R definida por f(z) = x + 222. Determine

1. O valor que esta fungao associa ao nimero —2.

2. O valor que esta fungao associa ao nimero 5.

Considere a funcao f : R — R definida por f(x) = %I + % Determine o valor associado ao nimero

2, ou seja, determine f(2).

Considere a fungao f : [2,6] — R definida por f(z) = 3z + 3.
1. Qual o dominio da fungao?
2. Qual valor de f(4)?

3. Faz sentido calcular f(7) ?

3.2.1 Exercicios

1. Considere A = B =7 = {---,-2,-1,0,1,2,---} e a relagio R dada por y = x2. Essa relacio é

funcao? E no caso A= B =N7?
2. Decida se a funcao é injetora, sobrejetora, bijetora nos seguintes casos:

(a) A={0}, B=1{2,3,4,5,6} e f : A— B dada por f = {(0,2),(0,3)}.
(b) A={-1,-2,4,5}, B = {0}  f(z) = 0.
(c) A=B=Ne f(z) ==

(d) A=B=Ne f(z)=z+2.

3. Considere a expressao y = +

o
(a) Se A=Ne B =Q, arelagio y = % define uma relagdo de A em B? Em caso afirmativo, essa

relagao é uma funcao?
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(b) Qual o maior subconjunto A de N podemos tomar de tal forma que a expressdo y = % seja uma

funcado de A em B = Q.
4. Sejam A e B dois conjuntos de tamanho finito.

(a) Se A possui 7 elementos e B possui 5 elementos, pode existir uma fungao f : A — B injetora?
(b) Se A possui 7 elementos e B possui 5 elementos, pode existir uma funcdo f : A — B sobrejetora?
(c) Se A possui 7 elementos e B possui 8 elementos, pode existir uma func¢do f : A — B injetora?
(d) Se A possui 7 elementos e B possui 8 elementos, pode existir uma funcao f : A — B sobrejetora?
(e) Se A e B possuem quantidades de elementos diferentes, pode existir uma fungdo f : A — B
bijetora?
5. Seja A =N e B o conjunto dos niimeros naturais pares. Existe bijecdo entre A e B?

6. Seja A um conjunto. Pode existir uma funcao sobrejetora f : A — p(A)?

7. Seja f : A — B uma funcdo de A em B. Considere a relacio inversa f~! : B — A. Quais as condicoes

sobre f devemos ter para que f~! seja uma funcio?

8. Counsidere A = {0,1,2,3,4,5}, B = {1,2,3,4,5,6} e a funcdo f : A — B dada por f(z) = = + L.

Determine f~1.

9. Considere f : N — N dada por f(z) =2+ 1 e g(z) = 2. Determine foge go f.
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3.3 Graficos

Nesta segdo, vamos estudar os graficos. Gréficos s@o meios visuais de observar uma funcao. O primeiro
exemplo que podemos citar é aquele momento em que vocé esta trabalhando em seu computador, mas ele
comeca a ficar um pouco lento. Naturalmente, vocé tenta observar o que esta deixando ele lento e abre
um gerenciador de tarefas, com o intuito de olhar por exemplo o uso do CPU. Encontramos uma imagem

semelhante a Figura|3.1

100 %
80 1
X
g 601
)
m
O 40+
20 1
0 20 40 60 80
tempo(s)

Figura 3.1: Uso de CPU

Apos 80 segundos de medicao, vocé nota que existe um uso de quase 100% do CPU. Também, consegue
observar que, anteriormente, a uns 60s a 40s atras, o uso do CPU estava entre 20% a 40%, ou seja, existe
algum processo que se iniciou apés 80 segundos a partir do inicio da medigao e que esta consumindo o uso
de CPU, deixando o seu computador mais lento.

Interessante que todo o processo descrito acima é feito mentalmente, apenas olhando a imagem. O que
temos na imagem é na verdade o grafico da funcdo que indica o uso do CPU, em fungao do tempo. Assim,
podemos pensar em f uma fungao, que a cada instante de tempo z, fornece o uso do CPU a z segundos
atras. Dado que foi facil a obtencao de informagoes da fungao apenas olhando seu grafico, vamos nessa se¢ao
abordar a construcao de gréaficos de fungoes quaisquer, com o intuito de também obter informagoes sobre
essas fungoes.

Vamos comegcar revisando o importante conceito de plano cartesiano:

O plano cartesiano é uma representacao do produto cartesiano (estudado no capitulo sobre conjuntos) da
reta real R com a prépria reta real, ou seja, o conjunto R x R, denotado convenientemente por R?. Sabemos
que os elementos de R? sdo pares ordenados da forma (x,y), onde z e y sdo ntimeros reais.

Cada ponto do plano cartesiano é a representagdo de um par ordenado (z,y), onde = representa a
coordenada no eixo horizontal, denominado de eixo das abcissas, e y representa a coordenada no eixo
vertical, denominado de eixo das ordenadas.

Na Figura temos a representagdo do ponto (2,1).
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Figura 3.2: Plano Cartesiano e Ponto (2,1).

Definicao 3.7

O grafico de uma fungdo f: A — B, com A, B C R é a representagao no plano cartesiano de todos

os pares (z, f(z)) para x € A.

Exemplo 52. Considere f :{0,2,3,4} — R dada por f(x) = x—1. Vamos desenhar o grdfico da funcdo f.
Para isso, vamos calcular todos os pares da forma (z, f(x)), onde x € {0,2,3,4}. Neste caso, € conveniente

construir a sequinte tabela:

x | f(x)
0] -1
2|1
3|2
43

Tabela 3.1: Obtencao dos Pares

A tabela acima € construida da sequinte forma. Na primeira coluna (a coluna dos x ) representamos os pontos
do dominio, no caso, A = {0,2,3,4}. Na segunda coluna, adicionamos os valores f(x) correspondentes.
Por exemplo, na sequnda linha, adicionamos o valor —1 na coluna f(x), pois f(0) =0—1= —1. Com a
tabela, temos os pares ordenados da nossa fun¢ao. Agora, basta desenhar esses pontos no plano cartesiano

como mostra a Figura[3.3

Exemplo 53. Considere a fun¢io f : [-1,4] — R dada por f(x) = 3. Vamos desenhar o grdfico de f.
Observe que a diferenca em relacao ao exemplo anterior esta no fato de que o dominio da funcdo, neste
caso o intervalo [—1,4] € infinito, ou seja, contem infinitos pontos. Assim, construir uma tabela como no
exemplo anterior parece invidvel.

Observando a expressio da fungao, f(x) = 3, vemos que para todo valor do intervalo [—1,4], a fun¢do

associa o nimero 3. Em outras palavras f(—1) = 3, f(0) =3, f(0.5) = 3 e assim por diante. Logo os pares
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Figura 3.3: Gréfico da Funcao f

ordenados da fungdo sao da forma (x,3) para x € [—1,4]. Desenhando essa quantidade infinita de pontos

no plano cartesiano, obtemos o grdfico da fungao, apresentada na Figura[3.)
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Figura 3.4: Gréfico da Fungao f

Nas segoes seguintes, vamos estudar outros meios de desenhar o grafico da fungao, dependendo do tipo
da expressao da fungao.
3.3.1 Exercicios
1. Faga um esbogo do gréfico da funcdo f : {0,3,4,5} — R dada por f(x) =2z — 5.
2. Considere a fungao com o grafico dada pela Figura
(a) Determine o valor de f(3).

(b) Qual o dominio da funcao f.

3. Uma empresa tem lucros anuais dada pelo grifico da Figura[3.6]
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Figura 3.5: Gréfico da Fungao f

Lucro (em milhoes)
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Figura 3.6: Grafico do Lucro da Empresa

(a) Qual o lucro da empresa no ano 07
(b) Qual o lucro da empresa no ano 27

(c¢) Baseando-se apenas no grafico do lucro, descreva o comportamento do lucro da empresa.

o1
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3.4 Funcao do Primeiro Grau

Definicao 3.8

Uma fungdo do primeiro grau é uma funcéo que tem expressao da forma f(x) = ax + b, onde a, b sao

numeros reais fixos e a # 0.

Exemplos: Verifique quais sao fungoes do primeiro grau:

1. flz) = -2z —2

Uma fungao do primeiro grau descreve um comportamento linear em relagdo a varidvel. De outro forma,
implica que uma variagao na varidvel x provoca uma variagdo proporcional em relacao aos valores de f(z).
Como exemplo, suponha que em uma loja, cada vendedor recebe um valor fixo de R$ 1000,00, mais R$
10,00 como comissdo por produto vendido. Temos assim uma funcdo saldrio S(z) que a cada valor z que
indica a quantidade de produtos vendidos, fornece o saldrio do funciondrio.

Explicitamente, podemos escrever a funcao S(z) = 1000+ 10z. Observe que, se um vendedor passar de 10
vendas para 20 vendas (um incremento de 10 produtos), seu salario varia de S(10) = 1100 para S(20) = 1200,
ou seja, um aumento de R$100,00. Para a funcdo saldrio, um aumento de Az horas trabalhadas, resulta
em um aumento de 10 x Az no saldrio.

Vamos agora desenhar o grafico de uma funcao do primeiro grau. Para isso, usamos o importante fato

de que o gréafico de uma funcao do primeiro grau é uma reta.

Exemplo 54. Considere a funcao f : [—2,5] = R dada por f(x) = 2x — 1. Vamos desenhar o grdfico da

funcao f.

1. Identificagdo do tipo de funcdo: Primeiramente, vamos verificar qual o tipo da func¢do que estamos
querendo desenhar o grdfico. No caso, vemos que a expressio f(x) = 2x — 1 € a expressio de uma

funcao do primeiro grau.

2. Sabendo o tipo de fung¢do, no caso, uma fung¢ao do primeiro grau, sabemos que seu grdfico deve ser

uma reta.

3. Para desenhar uma reta, basta dois pontos desta reta. Assim, calculamos a fung¢do f em dois pontos
distintos do dominio. Vamos utilizar os pontos x = —1 e x = 3. Neste caso, temos que f(—1) =
2x (-=1)—1=-3¢ f(3)=2x3—1=05. Assim, os pontos (—1,—3) e (3,5) pertencem ao grifico de
I
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4. Para concluir, basta desenhar esses dois pontos no plano cartesiano e tracar uma reta que contenha

esses dois pontos. O comprimento dessa reta € determinada pelo dominio da funcao, ou seja, o

intervalo [—2.5].

A Figura mostra o grdfico da func¢ao. Na figura podemos observar os dois pontos desenhados inici-

almente (o ponto A(—1,—-3) e o ponto B(3,5)).

8 1 f(z)

Figura 3.7: Gréafico da Fungao f

Considere a funcao f : [0,4] — R dada por f(z) = —z + 1. Faga um esbogo do gréfico de f.

Considere uma fungao do primeiro grau com expressao dada por f(z) = ax + b. Notemos que, para
x =0, temos f(0) = b. Assim, o valor b representa o ponto no eixo das ordenadas (eixo y) onde o grafico
da funcio f encontra o eixo das ordenadas (mais especificamente, no ponto (0,b)). Denominamos b de
coeficiente linear.

O valor a é denominado de coeficiente angular, e representa a valor da tangenteﬂ do angulo entre o
grafico da funcao e o eixo das abcissas. De fato, para x1 # x2, temos que

tan(a) f(z1) — f(z2) _amy +b—azxs—b _ a(xy — x2) .

xr1 — To T — T2 Tl — T2

O sinal do coeficiente angular serda importante para definir se a funcao é crescente ou decrescente:

Definicao 3.9

Considere uma funcao f : D — R definida em um subconjunto D C R. Dizemos que f é:
e Crescente, se dados z,y € D com x < y, entao f(x) < f(y).

e Decrescente, se dados x,y € D com z < y, entao f(x) > f(y).

Considere uma funcdo do primeiro grau f(z) = ax + b. Entao:

1. f é crescente se a >0 e

1Ver Secio para uma revisao sobre trigonometria.
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2. f é decrescente se a < 0.

Observe mais ainda que vale a desigualdade restrita, ou seja, se a > 0, entdo f(z) < f(y) para z < y e
se a < 0, temos que f(x) > f(y). Neste caso, dizemos que a funcao é estritamente crescente (estritamente

decrescente, respectivamente).

3.4.1 Equacao da Reta

Em muitas situagdes, é necesséario obter a fungdo do primeiro grau (sua expressdo) em termos de pontos
de seu gréfico. Em outras palavras, devemos obter a equacao da reta. A compreensio deste topico serd de

suma importancia no estudo de derivadas no céalculo.

Exemplo 55. Vamos obter a equacdo da reta, tendo como informacdo um ponto de seu grdfico e seu
coeficiente angular. Como exemplo, suponha que o ponto (2,3) esta na reta, que possui coeficiente angular

tqual a -1. Entao para obter a equacao da reta, usamos a expressao

Y —yo = a(z — x0)

No nosso exemplo, temos que (xo,yo) = (2,3) e a« = —1. Assim, substituindo:

y—3=-1(x—2)

Reorganizando os termos, obtemos

y=-—x+5
que € a equacgao da reta procurada.

Exemplo 56. Nesse exemplo, vamos obter a equagdo da reta, tendo como informacgao dois pontos da reta.
Suponha, como exemplo, que estamos interessados em obter a equacao da reta que possui os pontos (3,2) e
(4,3). Podemos usar o exemplo anterior, para isso, basta encontrarmos o coeficiente angular o, que nesse

caso € dada por

Y1 — Yo
o=
L1 — 2o
No exemplo, temos (x1,y1) = (3,2) e (xo,y0) = (4,3). Logo a = % = :—} = 1. Para concluir, basta sequir

como no exemplo anterior e obter

y—3=1xz—-4)
ou seja,

y=xz—1

3.4.2 Inequacgoes do Primeiro Grau
Consideremos o seguinte exemplo:

Exemplo 57. Uma mdquina de processamento de alimentos, possui eficiéncia que decai a medida que a



3.4. FUNCAO DO PRIMEIRO GRAU 55

temperatura de operacao aumenta. Mais especificamente, a funcao de eficiéncia de acordo com a temperatura
¢ dada por E(t) = —2.5t + 100, onde a temperatura varia de 0° a 40° e a eficiéncia é dada em porcentagem.
Para gerar lucro para a empresa, a mdquina deve operar apenas se sua eficiéncia estiver maior que 60%.

Deve se determinar entdo quais sao as temperaturas em que a mdquina pode operar.

Para resolver o problema acima, devemos fornecer todos os valores de temperatura, tal que a eficiéncia
da méquina nessas temperaturas fique acima de 60%. Como E(t) é a funcdo que fornece a eficiéncia na

temperatura t, queremos encontrar todos os valores de t tal que

E(t) > 60

ou seja,

—2.5t 4100 > 60.

Temos acima um exemplo de inequagao algébrica. Inequagoes algébricas envolvendo uma ou mais
variaveis determinam possiveis valores que as variaveis podem assumir. Geralmente a solugao nao é dada
por um numero finito de valores, mas um intervalo da reta. No nosso exemplo, temos uma inequagao de
primeiro grau, pois envolve apenas a variavel ¢ sem poténcias maiores que 1.

A Figura mostra o grafico da fungéo E(t), juntamente com o nivel minimo de 60% de eficiéncia. Queremos
encontrar os valore de ¢, que nos fornegam valores F(t) maiores que 60%. No grafico, podemos ver que esses

valores correspondem aos valores t tal que o gréfico da fungao f fica acima da linha horizontal vermelha.

100
Q)

80 |

60

40 |

20 +

10 20 30 40

Figura 3.8: Eficiéncia E(t)

Para solucionar uma inequacao algébrica de primeiro grau, vamos comegcar resolvendo como uma equagao

do primeiro grau:

—2.5t + 100 > 60.

—2.5t > 60 — 100.

—2.5t > —40
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A diferenca esta na ultima parte. Para eliminar o sinal negativo do lado esquerdo da desigualdade, vamos

multiplicar ambos os lados por —1. No entanto, devemos também trocar o sinal da desigualdade:

—2.5t > —40
2.5t < 40
40
t< — =1
<5510

Logo, a maquina deve operar para temperaturas inferiores a 162.

Observagao 58. A troca do sinal de desigualdade deve ser realizada apenas quando se multiplica por um
numero negativo os dois lados da desigualdade. No caso de se multiplicar os dois lados por um nimero

positivo, nao realizamos a troca de sinal. Vejamos um exemplo: Considere a inequacdo 2z + 5 > 13. Entao

2x +5 > 13.

2x > 13— 5.

2x > 8.

a:>§
5"

x > 4.

Observagao 59. Por qual motivo realizamos a troca do sinal de desigualdade?

Considere a seguinte simples inequacao, que sabemos ser verdadeira: —5 < —1. Suponha que queremos
trocar o sinal negativo de ambos os lados, mas que vamos manter o simbolo de desigualdade. Entao teriamos
5 < 1, o que claramente nao € verdade. Por isso, se torna mnecessdrio trocar o simbolo de desigualdade,

quando multiplicamos ambos os lados por um nimero negativo (em particular, na troca de sinal).

Vamos finalizar essa secao com alguns comentérios sobre o médulo de um nimero real.

z

Exemplo 60. Seja r > 0. Entao |x| < r se, e somente se, —r < x < r. Em outras palavras, |x| < r é
equivalente a dizer que o numero x esta entre —r e r na reta real.

De fato, se x > 0, pela definicio de mddulo temos que |x| = x. Logo, de |x| < r concluimos que x < r.
Além disso, como r > 0, entdo —r < 0 de onde concluimos que —r < x <.

Por outro lado, se x < 0, entdo |x| = —x. Logo, de |x| < r concluimos que —x < r e portanto x > —r.
Além disso, se x < 0, entdo naturalmente x < r. Concluimos assim que —r < x < r. Em ambos 0s casos,
—r < x < r. Mostramos assim que |x| < r implica —r < x < r. Para mostrar a outra implicacdo, basta

lembrar que o mddulo de x indica a distincia de x a origem. Logo, se —r < x < r, entdo |x| < |r| =r.

Mostre que |x — p| < r é equivalente a p —r < x < p+ 7.
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3.4.3 Exercicios

1. Faga o esboco dos gréficos das seguintes funcoes:

(a) f:1]0,4] — R dada por f(z) = 4z.
(b) f:[0,1] = R dada por f(z) =z + 1.
(¢) f:(-1,4) = R dada por f(z) = —2z+ 3.

(d) f:R — R dada por f(z) =4z — 3.

2. Encontre a equagao da reta que passa pelos pontos:

(a) (0,0) e (2,-3).
(b) (1,2) e (5,2).

(¢) (=3,0) e (0,2).

3. Verifique se os pontos (2,3), (3,5) e (2,2) pertencem a uma mesma reta.
4. Escreva a equagao da reta que passa pelo ponto (3,5) e possui inclinagdo « = 3.

5. Faga o esbogo do grafico da fungdo médulo f(x) = |z|.

6. Facga o esboco do grifico da fungdo f(z) = |z — 1.

o7

7. Seu Carlos estd indeciso quanto a um plano de satide que precisa escolher. O plano 1 custa R$310,00

por més, mais R$16,00 por consulta. J4 o plano 2 custa R$190,00 por més, mais R$32,00 por consulta.

Seu Carlos faz, em média, 8 consultas por més. Qual dos dois planos é mais vantajoso para ele e qual

a diferenca final de gastos mensais com plano de saide?

a) Plano 2, com diferenca de 100 reais
b) Plano 2, com diferenga de 50 reais
¢) Plano 1, com diferenca de 8 reais
d) Plano 1, com diferenca de 100 reais

e) Plano 1, com diferenga de 50 reais
8. Resolva as seguintes inequagoes:
(a) 22 +3>14
(b) -4z +2> -1

(c) —z+1<5.

9. Considere a fungao f(z) = 4z + 30. Determine todos os valores x tais que f(z) > 10.

10. Considere a fungao f(z) = —2x — 5. Determine todos os valores z tais que a fungéo f assume valores

positivos.
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3.5 Funcao do Segundo Grau

Definicao 3.10

Toda fungao que tem expressao da forma f(x) = ax? + bx + ¢ é uma funcao do segundo grau, onde

a, b, c sdo numeros reais fixos a # 0.

Exemplos: Verifique quais sao fungoes do segundo grau:

1. f(z) = —22% -2

3. fla) =222+ 1o 42
4. f(x) =2 +1

5. f(x) =% + 2.

O gréfico de qualquer fungao do segundo grau é uma parabola, como mostrado na Figura |3.9

20 | £(2) f(@
15 1 2 4
10 |
5 1
‘ X
4 —Z\ /z 4

Figura 3.9: Parabola

Para determinarmos o desenho da parabola, necessitamos indicar os seguintes pontos:
1. Interseccao com o eixo das ordenadas.

2. Concavidade (para cima ou para baixo).

3. Raizes da funcao.

4. Vértice da pardbola.

Comecamos pelo mais facil, que é a intersecgdo com o eixo das ordenadas. Para isto, fixemos uma fungao
do segundo grau f(x) = ax? + bz + c. Para encontrar a interseccio, basta calcular a fungdo no ponto x = 0.
E facil ver que o resultado é f(0) = a x 02 + b x 0+ ¢ = ¢. Logo, o grafico da funcio encontra o eixo das
ordenadas no ponto (0, c).

Agora, vamos estudar a concavidade da fungdo. Como mostrados na Figura [3.9] o grafico da fungao

de segundo grau pode ter a forma de U (nesse caso dizemos concavidade para cima) ou a forma de um U
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invertido (nesse caso, dizemos concavidade para baixo). Para decidir qual a concavidade da fungao, basta

olharmos o sinal do ntmero a:

1. Se a > 0, entdo f(x) tem a concavidade para cima.

2. Se a <0, entdo f(x) tem a concavidade para baixo.

Para encontrarmos as raizes da funcao, basta igualar a funcdo a zero. Assim, temos uma equacao do
segundo grau

ar’+br+c=0

que pode ser resolvida pelos métodos estudados na Segao Observe que encontrar as raizes de uma
funcao é o equivalente a encontrar os pontos onde o grafico da fungé@o intersecta o eixo da abcissas. Assim,
pode ocorrer de nao existir tais pontos.

Por fim, determinamos o vértice da pardbola: O vértice da pardbola é o ponto de coordenadas (z,,yy)
no grafico da func¢do de segundo grau que representa o menor valor (caso em que a > 0) ou o maior valor
(caso em que a < 0) da funcdo. Os valores do vértice sdo dada por:

—b —-A

Ty =— €Yy =—.
a 4q

Vamos olhar todas essas etapas na construcao do grafico no seguinte exemplo:

Exemplo 61. Vamos fazer um esboco do grdfico da fungdo f(x) = 22 —5x —6. Primeiramente, verificamos

que [ € uma funcao do sequndo grau, logo seu grafico deve ser uma pardbola.

1. Intersecgdo com o eizo das ordenadas: O ponto de intersec¢do tem coordenadas (0, —6).

2. Concavidade (para cima ou para baizo): Observe que a =1 > 0. Logo o grdfico é uma pardbola com

concavidade para cima.

3. Raizes da fung¢do: Para encontrar as raizes, igualamos a func¢do a zero. Obtemos assim a equagdo de
sequndo grau

2 — 5z —6=0.
Resolvendo pelos métodos da Segio[2-3, obtemos

(a) A= (=5)2 —4x1x(—6)=25+24=49.

(b) x12 = 5@149 = % Assim v1 =6 e x = —1 sdo as raizes da funcao.

4. Vértice da pardbola: Para determinarmos o vértice da pardbola, calculamos x, = % = % €Yy =
—49 _ —49
Ixi ~ 4

Temos assim todos os pontos importantes do grdfico da funcdo do sequndo grau, e podemos finalmente

desenhar a pardbola, como mostrado na Figura[3.10,
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2
4 2N\ 2 4 /6 8 10

—20 t

Figura 3.10: Gréfico da Fungao f(z) = 22 — 5z — 6

Exemplo 62. Vamos fazer um esboco do grdfico da fungio f(x) = —x> — 1. De forma andloga ao exemplo
anterior, podemos encontrar que o grdfico encontra o eizo das ordenadas no ponto (0,—1) e que a pardbola
tem concavidade para baizo.

No entanto, para encontrar as raizes da fun¢do, ou seja, no momento de encontrar as raizes da equa¢do
—22—1 =0, obtemos um valor de A = —4, ou seja negativo. Assim, ndo existem raizes reais para a equacdo,
e, portanto, a fun¢ao ndao possui raizes reais. Isso significa que o grdfico da funcao nao intersecta o eixo das
abcissas, ou seja, o grdfico deve ficar abaizo do eiro das abcissas, ou acima. Como a concavidade da fun¢ao
€ para bairo, concluimos que o grifico da funcdao deve ficar completamente abaizo do eiro das abcissas. Em
outras palavras, a funcdo assume apenas valores negativos. Para concluir, podemos ainda calcular o vértice

da pardbola e obter x, =0 ey, = —1. A Figura|3.11] mostra o grdfico finalizado da fungdo.

f(x)

Figura 3.11: Gréfico da Funcio f(z) = —22 —1

3.5.1 Inequagoes do Segundo Grau

Considere uma funcio do segundo grau f(x) = az?+bx +c. Vamos determinar o sinal da funcio f, ou seja,
os valores para os quais a funcdo assume valor positivo e os valores para os quais a funcao assume valores
negativos. De forma geométrica, queremos encontrar os pontos do grafico da fungao de f que ficam acima
do eixo das abcissas, e os pontos nos quais a funcao fica abaixo do eixo das abcissas.

Para isso, basta encontrar o conjunto S dos pontos z tais que f(x) > 0. Por simetria, os pontos em R\ S

sd0 os pontos nos quais temos f(z) < 0.
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Da inequagao f(z) > 0 obtemos a inequagao
az? +br+¢>0

que é uma inequacao do segundo grau. Para encontrar a solucao dessa inequacao, vamos utilizar o grafico
da funcao f.

Vamos fazer isso no seguinte exemplo:

Exemplo 63. Vamos encontrar o conjunto solucdo da inequacdo x> —7x +6 > 0. Para isso, vamos pensar

no grdfico da fungio f(x) = 2% —Tx +6. A Figum mostra o grafico da funcao.

f(z)

Figura 3.12: Gréfico da Funcio f(z) = 2% — Tz + 6

Observe que para valores x entre as raizes ©1 = 1 e xo = 6, a funcdo f(x) retorna valores negativos,
pois nessa regido o grdfico da funcao esta abaixo do eizo das abcissas. Por outro lado, para valores x tais
que x <1 ou x > 6, a fung¢do retorna valores positivos, pois o grdfico da fung¢do nesses pontos esta acima
do eizo das abcissas. Concluimos assim que o conjunto solucdo de x> — 7z + 6 > 0 sdo todos os pontos x

tais que x < 1 ou x > 6. Mais precisamente, nosso conjunto solu¢ao é
S={zeR:z<1ouz>6}

E de grande auxilio resolver uma equagao do segundo grau valendo-se do grafico de uma fungao do

segundo grau. Na Tabelasumarizamos os possiveis resultados para a inequacao da forma ax?+bx+c > 0.

ar’+br+c>0

a A Solugao obs

A>0 | S={z:z<xzoux>axs} | 21,xs raizes
a>0 | A=0 S={z:z#x} x1 Unica raiz

A<0 S=R

A>0 S={z:x; <z <z} 1, To raizes
a<0|A=0 S=0

A<O0 S=0

Tabela 3.2: Solucdo para az? + bz +c¢ > 0

Complete a Tabela [3.3]
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arZ+br+c¢<0
a A Solucao obs
A>0
a>0] A=0
A <O
A>0
a<0| A=0
A<O

3.5.2 Exercicios

Tabela 3.3: Solucdo para az? +bxr +c <0

1. Faga o esbogo dos gréficos das seguintes funcoes:

(a) f:R — R dada por f(x) = 2% — 8z + 15.

(b) f:R — R dada por f(z) = —22 + 5z — 5.

(c) f:R — R dada por f(z) = z2.

2. Encontre as solugbes para as seguintes inequagoes:

(a) 22 —4x+4>0

(b) 222 +3x —-5<0

(c) 322 =62 +3>0

(d) 22+ 7z +12<0

() —a2+62—9>0

(f) 22 —4>0.

(g) 22 —52+10>0.

(h) (z—=2)(z+7)>0.

3. Faga um esboco da funcio f(x) = |22 — 5x + 6].
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3.6 Funcoes Polinomiais

Podemos pensar que as fungoes polinomiais sao uma extensao das funcoes de primeiro e segundo grau.

Definicao 3.11

Uma fungao polinomial é uma fungao com expressao da forma
—il =
f(@) =anx™ + an_12"" " + ap_ox"  + -+ a1x + ag

onde ai,as, - ,a, € R sdo nimeros reais fixos.

Exemplo 64. As sequintes funcoes sao exemplos de fungoes polinomiais:
1. f(z) =222 + 22 — 1.
2. flz)=2—2.
3. flz) = a3 +22% — 4z — 2.

4. f(x) =% +2° — 21,

Definicao 3.12

O grau de um polinémio ¢ a maior poténcia que aparece em sua expressao.

Considere a fungao polinomial

flz) = —22* +32% — 2+ 1
1. Qual o grau do polinémio?
2. Qual o coeficiente de z* ? (o nimero que acompanha z*)

3. Qual o coeficiente de x2 ?

O que é um polinémio de grau zero?

Determine o grau da funcdo polinomial f(x) = 2z — 1.

Dica: Lembre que z = z!.

Para fungoes polinomiais em geral, ficarda mais facil fazer um esbogo do grafico da fungao com os métodos
que serdo desenvolvidos na disciplina de Célculo 1. A Figura fornece alguns exemplos de graficos de
funcoes polinomiais.

Vamos estudar operagoes entre polinomios. A ideia é generalizar as operagoes algébricas que realizamos
com numeros reais para os polinomios.

Comegamos com a operacao de adicao:
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f(z)

Figura 3.13: Gréfico das Funcoes f(z) = 2° (direita) e f(z) = 4a* — 322 + 22 + 1 (esquerda)

Definicao 3.13

Considere duas funcdes polinomiais p(x) = a,2™ + ap_ 12" + ap_22" 2+ - + a1z + ag e q(z) =
b ™ + by 12™ L 4 bpy_ox™ 2 + .-+ + bix + by definidas no mesmo dominio D. Entdo p + ¢
é uma fungdo polinomial definida em D de grau menor ou igual que max{n,m} e definida por

(p+q)(z) = p(z) + q(x)

De forma simplificada, a funcdo p + ¢ associa a cada elemento x, o ntimero p(z) + g(x). Vamos observar
agora que podemos encontrar a expressao polinomial que define p + q. Vamos comegar com o seguinte

exemplo:

Exemplo 65. . Considere p(z) = 323 +22% — 2+ 1 e q(x) = 22" — 23 + 22 + 5. Vamos obter a expressio

da funcao p+ q. Temos por definicao que

(p+q)(z)=px)+qz) =32 +202 —z+1+22* — 2>+ 22 +5

Agora, vamos reescrever a expressio acima da sequinte forma:

(p+q)(x) =22 +323 — 23 4222 — 2422+ 1+5

ou seja, apenas agrupamos as poténcias de mesmo grau. Agora, com as poténcias de mesmo grau, podemos

somar/subtrair os coeficientes, obtendo assim

(p+q)(x) =22* + 223 + 222 + 2+ 6

que € a expressao do polinomio p + q.

Exemplo 66. Se p(z) = —32° + 223 + 2 e q(z) = 42°% — 525 + 1, entdo

p(z) + q(z) = 425 — 82° 4+ 22° + 3

Importante!!! Nunca somar/subtrair coeficientes de poténcias distintas.
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22 4 4z # 61"

A operagao de subtragao de polindmios é realizada de maneira andloga, lembrando apenas que se ¢(z) =

b ™ +byy 1™ by, 0™ 24 - by x4y entdo —q(z) = b+ —by 1™ —byy _ox™ 2 —- .. —bix—by

Exemplo 67. Se p(z) = —32° + 223 + 2 e q(x) = 42% — 52° + 1, entdo

p(x) —q(z) = 3P+ 22 +2 428 +52° — 1= 425+ 225 + 223 + 1

Se p é polinémio de grau 5 e ¢ é polindémio de grau 5, entao p + ¢ é sempre um polinémio de grau 57

Forneca um contra-exemplo.

Realize as operagoes:
1. (223 —4x) + (—32° + 62% + 4) =
2. (2° —Ta* +2) — (427 — 223 4+ 6) =

3. (3 +42% —2) + (2° - 32%) — (a1 +2) =

Vamos agora estudar a multiplicagao de polinémios.

Definicao 3.14

Considere duas funcdes polinomiais p(x) = a,2™ + ap_ 12" + ap_22" 2+ -+ a1z + ag e q(z) =
b ™ + by 1™ + byp_ox™ 2 4 -« + by + by definidas no mesmo dominio D. Entdo pg é uma

fungao polinomial definida em D de grau n x m e definida por (pq)(z) = p(z) x q(z)

Vamos novamente obter a expressio de pg. Para isso, lembramos que na multiplicacio de z7 x 2!,

conservamog?] a base e somamos os expoentes. Assim

2 x xt = It

Exemplo 68.

224 x 322 =2 x 3 x 2t x 2% = 62?12 = 62

Agora, para obter a expressdo da multiplicacdo de dois polinémios, basta aplicar a distributiva e usar a

propriedade acima. Faremos isso com um exemplo:

Exemplo 69. Se p(z) = —32° + 223 ¢ g(z) = 42° — 52°, entdo

(pg)(z) = p(x) x q(z) = (—32° + 22%) x (42° — 52°)

2Para uma revisdo de poténcias, ver Secdo m
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Agora, aplicamos a distributiva na ultima parte, ou seja, cada elemento do primeiro paréntesis, multiplica

cada elemento do ultimo paréntesis. Assim

(=325 +22%) x (425 — 52°%) = —32° x 4a® — 32° x (—52®) + 223 x 42 4 223 x (—52°)

= —122'" 4+ 1520 + 827 — 1028

Logo
(pq)(x) = =122 + 15210 4 82° — 102®

Realize as operacoes:
1. (223 — 4z) x (—32°) =
2. (2° — T2t + 1) x (427 — 223%) =

3. (3 +42%) x (25 =322 —1) =

Vamos concluir essa secao com a operagao de divisao entre polindomios. Comegamos com a seguinte

defini¢ao:

Definicao 3.15

Uma fungdo racional é uma fun¢do com expressao da forma f(x) = ggg, onde P(z) e Q(x) sdo
polinémios.
Exemplo 70. .

4 3
2. flx) == +2255+_2x+1'

3. f(z) = w;—_‘iﬁ.

Observe que uma funcao racional f(z) = ggzg esta definida apenas para os valores x € R tais que

Q(x) # 0, ou seja, para todos os valores x que nao sao raizes de Q(x).

Podemos executar a divisdo de um polinémio P(z) por um polinémio Q(z) se o grau do polindémio P(x)
for maior ou igual ao grau do polinémio Q(z). O processo de divisdo neste caso é andlogo ao processo de
divisao inteira.

No entanto, vamos nos concentrar na divisdo de polindémios por polinémios da forma Q(z) = = —a. Essa
escolha se deve ao fato que essas divisoes sao as que mais aparecem em Calculo.

No caso da divisao de um polindémio por um polinémio de grau um, vamos utilizar o método de Briot-

Ruffini. Esse método é aplicado para realizar a divisao de polinéomios % onde:

1. P(z) é polindémio de grau maior ou igual a 1.
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2. Q(z) é polindémio de grau igual a 1.
O método consiste na construgdo de uma tabela. Vamos dividir um polinémio

P(z) = apz™ + a12" t + - +a,

por Q(x) = (z — a) usando este método.

Primeiramente, construimos a seguinte tabela

a | ap a1 az ... an

Onde na primeira coluna, esta o niimero a (do polinémio Q(z) = z —a). Nas colunas seguintes, adicionamos
os coeficientes do polinémio P(z) = agz™ + a12" 1 + -+ + a,,. Por fim, vamos completar a segunda linha.
Para isso, comecamos na segunda coluna (valor ¢p), e sucessivamente vamos completando as outras colunas

até chegar o valor 7.

a | ap a1 az ... an

9 91 49 ... T

onde ¢'s sao os coeficientes da divisao e r é o resto e sdo definidos por

1. qo = agp-

2. @1 = a1+ aqo-

4. gny1 = Gny1 + agn.

Com a tabela completa, podemos escrever P(x) = Q(z)D(z)+r, onde D(z) = (gox" *+q1a" 2+ -+ qn_1)

é o resultado da divisao e r é o resto da divisdo.

Exemplo 71. Considere P(x) = 52° — 222 + 32— 1 e Q(z) = z — 2. Vamos realizar a divisdo %. Temos

que a tabela nesse caso é:

2 | 5 -2 3 -1

5 8 19 37

Logo o resultado da divisio é D(x) = 5% + 8x + 19 com resto r = 37.

Exemplo 72. Vamos realizar a divisdo do polinomio P(x) = 4a* + x pelo polinémio Q(z) = x — 2. Ob-
servemos primeiro que antes de utilizar o método de Briott-Ruffini, devemos lembrar que todas as poténcias
menores que 4 (grau do polindmio P(x)) que nao aparecem no polinémio P(x), implica que essas poténcias
tem coeficiente de valor 0, que deve ser adicionado na tabela. Para simplificar, podemos reescrever o
polinémio P(x) da forma

P(z) = 4z* +02® + 022 + 24+ 0
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Assim, completamos a tabela da sequinte forma:

2 | 4 0 0 1 0

qgo 91 Q92 g3 T

Deizamos a cargo do leitor completar a tabela.

Exemplo 73. Em muitas situagdes, o polinémio Q(x) pode ter uma forma distinta de x — a. Nessas

situacgoes, devemos fazer algumas alteragcoes. Vamos observar alguns exemplos:
1. Se Q(x) = x+2, entdo reescrevemos Q(z) = x—(—2). Logo, devemos escrever —2 na primeira coluna.

2. Se Q(x) = 2x — 2, novamente, vamos reescrever Q(x) = 2(x — 1). Assim, fazemos a divisao usando o

polindmio x — 1.Por fim, dividimos o polinémio D(x) pelo valor 2.

Executar o método de Briot-Ruffini nos seguintes casos:
1. P(z) =223 =522 +3x —Te Q(z) = (z — 2)
2. P() =32 - 203+ 722 -8z +4e Q(z) = (z+ 1)
3. P(z) =42® +22* — 323 + 22 — 6z + 9 e Q(x) = (z — 3).
4. P(z) =32* +22% —2r +4 e Q(x) = 3x — 3.
Vamos finalizar essa secao com um resultado importante para verificar se a divisao foi realizada de forma
correta:

Proposigao 74. Considere o polinomio P(x) = apx™ + a1zt + -+ a, e o polinémio Q(z) = = — a.

Entdo o resto da divisdo de P(x) por Q(z) € igual a P(a).

Demonstragao. Considere a divisdo do polinémio P(z) pelo polinémio Q(z) dada por

3.6.1 Inequacgoes Envolvendo Quociente de Funcgoes

Nesta secao vamos estudar as inequacgoes envolvendo quociente de fungées, ou seja, inequagoes da forma

! Eg O estudo das solugoes dessas inequagoes, ou seja, do estudo do sinal, envolve o estudo do sinal das

<}

fungoes f(x) e g(x) separadamente e depois utilizando as regras de sinais.
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Vamos realizar o estudo do sinal de fungoes racionais, mas lembrando que o processo é 0 mesmo no caso

de outras fungoes nao polinomiais.

Exemplo 75. Considere a fungdo racional Q(x) = #_;H Vamos estudar o sinal de Q(x), ou seja,

descobrir para quais valores de x a expressio Q(x) resulta em um nidmero positivo e para quais valores

retorna um valor negativo.
Vamos primeiramente estudar os sinais separadamente de x — 1 e 2 — 3z + 2. Comecamos com = — 1.
Da Segao sabemos que x — 1 > 0 se e somente se x > 1. Podemos representar o sinal da expressao

z — 1 na Figura[3.17.

r—1 — | s

A4

Figura 3.14: Sinal de x — 1

Na Figum indicamos que para valores x a direita de 1 (a parte azul), a expressdo x—1 toma valores
positivos, enquanto que para valores © a esquerda de 1 (a parte vermelha), a expressio x — 1 retorna valores
negativos.

Vamos realizar o mesmo procedimento para a expressio x> — 3z + 2. Da Secdo sabemos que a
expressio x2 — 3z + 2 retorna valores negativos para x entre 1 e 2, e para valores maiores que 2 ou menores

que 1, a expressao retorna valores positivos. A Figum mostra o sinal da expressio x> — 3z + 2

+ —~ +
22 —3x+2 | 1 —>
Figura 3.15: Sinal de 2% — 3z + 2
Com o estudo do sinal de x — 1 e x? — 3x + 2, podemos realizar o estudo do sinal de Q(z) = #_‘;H

Para isso, basta usar as regras de sinais. A Figura[3.16 mostra a construcdo do sinal.

+

x—1 ':

l_l-—

w2 —3r+2

=
N

r—1 .
2?2 —3x+2 .

-

Figura 3.16: Sinal de %51

Para construir a ultima reta da Figura basta lembrar que uma divisao § € positiva se, e somente

se, a e b tem o mesmo sinal. Em caso contrdrio, o sinal de § € negativo. Assim, como exemplo, observe

na Figura[3.16 o valor x. Observamos que na primeira reta, o valor que assume é negativo, enquanto que
na sequnda reta, o valor é positivo. Logo, na divisao, o valor resultante é negativo. Raciocinando de forma

andloga, chegamos a conclusio da ultima reta, que é o sinal da expressio —“i—. Assim a expressio
’ ’ x?—3x+2

#‘;4_2 assume valores positivos se x > 2 e assume valores negativos se r < 2.
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Observe que a expressao 5 nao esta definida para x =1 e x = 2.

x—1
2 -3+

Exemplo 76. O estudo de sinal da expressdo gg’:%;j‘l‘z € dado na Figum

2 —6x+5 ! F
1 5
22 —Tx+12 X I _ —I +
3 4
22 —6x+5 | | 1 -
22Tzt 12 ! ' .

1 3 4 5

Figura 3.17: Sinal de f;%m

3.6.2 Exercicios

1. Dado os polinémios P(z) = 223 — 42 + 5 e Q(z) = —2° + 32% — 22 + 1, encontre:
(a) (P+Q)(x)
(b) (P—Q)(=)

2. Multiplique os polindmios R(z) =22 +2x+ 1 e S(z) =z — 3.

3. Executar o método de Briot-Ruffini nos seguintes casos:
(a) P(x)=22%-522+3r—TeQx) = (v —2)
(b) P(x) =32* — 223+ 722 — 8z +4 e Q(z) = (z + 1)
(c) P(x) =4a® +22* - 32 + 22 =62+ 9 e Q(z) = (z — 3).
(d) P(z) =52* — 422 +9 e Q(x) = (v + 2).
(e) P(x) =623 +522 -2z +1e Q(x) =21 — 2.
(f) P(z) =92% —62° + 822 - 32+ Te Q(z) =z + 3.
(g) P(z)=72° +22* — 2% + 42 — 5z + 10 e Q(z) = 3z — 12.

4. Considere P(x) = 2° + 2z — 3 e Q(x) = x — 2. Determine o resto da divisdo de P(x) por Q(z).

5. Faca o estudo de sinal das seguintes fungoes racionais:

(a) Qz) = 75
(b) Qz) = =4

2
() Q@) = F25750.

(d) Qz) = ="
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3.7 Funcao Exponencial

3.7.1 Poténcias

Dado um nuimero real a e um inteiro positivo n, definimos

a"=axax---Xa
~—_——

n vezes

O ntmero a é chamado de base e n é denominado de expoente.

Exemplo 77.
1. 22 =2x2x2=38.
2.3 =3x3x3x3=81.

3. 52 =5x5=25.

1

Por convencéo definimos a' = a e a = 1 para todo real a.

Calcule

Deduza as seguintes propriedades:

1. Se a > 0 entao a™ > 0 para nimero inteiro positivo n.

2. Se a < 0 entao:

(a) Se n é par, entdo a™ > 0 (temos igualdade quando n = 0, e neste caso, a’™ = 0).

(b) Se n é impar, entdo a™ < 0.

71

Vamos agora definir a poténcia de niimeros reais por inteiros negativos. Dado um real nao nulo a > 0 e

um inteiro negativo —n, definimos
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n 1
a” "= —
a’l’L
Exemplo 78.
-3 _1 _1
1. 277 =5 = 3.
_ 1 _ 1 _ 1
2 (_3)3—(73)3—727__27'

Exemplo 79. Calcule:
1. (-2)7t =

2. 372 =

O seguinte resultado fornece algumas propriedades das poténcias:
Teorema 80. Se a,b € R, e m,n sao numeros inteiros, entdo:

1. a™ x @ = a™t",

2. (axb)™=a™ x b™.

3. (G/TTL)'VL — amxn.

Demonstra¢ao. Vamos indicar a prova da propriedade 1. Deixamos para o leitor as demais demonstragoes.

A" Xxav=axax---XaxXxaxax---xa=axax--xa=am"

m vezes n vezes m —+ n vezes

Simplifique as expressoes:

1. 2% x 23 = 243 = 27 (Exemplo. Nio é necessario calcular a poténcia).
2. 33 x 3% =

3. (5x2)?=

4. g—i = (Dica. Observe que 6 = 2 x 3).

5. 270 _

Até o momento, sabemos como calcular a expressao a’ para n qualquer nimero inteiro. Antes de estender

para poténcias com expoentes racionais, vamos primeiro definir a nocao de radiciagao.
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Dado um ntimero real positivo a e n um inteiro positivo, dizemos que

Va=1b

se, e somente se b" = a. Nesse caso, dizemos que b = {/a é a raiz-enésima de a. Denominamos a de
radicando e n de indice. Podemos pensar na operagao {/a como a operagao inversa da potenciagao a”.
Exemplo 81.

1. ¥4 =2, pois 22 = 2.

2. /64 = 4, pois 43 = 64.

Das propriedades da potenciacao, observe que

1. Se a é um nimero real negativo e n é inteiro positivo, entdo a™ é positivo. Assim, (—2)? = 4. Logo, é

correto afirmar também que \2/41 = —2. Nesses casos, usamos a notacao J4 = +2.

2. Para nimeros negativos, também podemos definir a radiciagao se o indice n é impar. Por exemplo,

sabemos que (—3)3 = —27. Assim, faz sentido definir ¢/—27 = —3.

3. A raiz &/ é muito usada (por exemplo, no estudo de equagoes de segundo grau da Segao [2.2]). Assim,
por convengao usamos a notacgao /- ao invés de /- para a raiz de indice 2, também conhecida como

raiz quadrada.

Calcule:
1. V64 =
2. V16 =
3. V9=

4. V49 =
5. v/—1=.
Por definigdo, se a > 0 entao temos que
(a)y =a

. - L L1 ..
Assim, podemos pensar na operacgao de radiciacdo {/a como sendo a potenciagao a». Com essa definicao,
todas as operagoes de potenciacao ainda sao satisfeitas e podemos ainda definir a potenciacao por um

racional qualquer da seguinte forma:

Exemplo 82.

25 = v/26 = /64 = +8
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Calcule:

=
w
SIS
Il

i
DN
ot
o=
I

Exemplo 83. Observe que, usando a conversdo de radiciacao e potenciacdo e as propriedades de poten-

ciacao, podemos simplificar a seguinte expressao:

V2 = V2i = (2

N
—
=
I
[N}
N
X
=
Il
[N}
g~

Podemos continuar e estender a definicao de poténcias para expoentes irracionais. Tal processo é jus-
tificado através de elementos de Célculo. Vamos aqui assumir que dado um real positivo a, e um nimero

irracional «, existe um Unico ntimero real r, que chamaremos de poténcia de base a e expoente o e vamos

denotar tal niimero por a®.

Vamos concluir essa se¢do com um sumadrio de resultados que valem para a potenciagdo (e portanto,

para a radiciacdo) de niimeros reais.
Teorema 84. Sejam a,b reais positivos, c,d niumeros reais. Entao:
1. ata® = acte.

2. (ab)° = a®b°.

3.7.2 Funcao Exponencial

Dado um nidmero real positivo a, com a # 1, definimos a fungdo exponencial com base a como sendo a

fungao f: R — R* definida por f(z) = a®.
Exemplo 85. Considere a fung¢ao exponencial f(x) = 3%. Vamos calcular a fungdo em alguns pontos.
1. Se x =0, entdo f(0) =3 = 1.

2. Se x =2, entdo f(2) =32=09.
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3. Sex = -3, ento f(-3) =373 =& = 4.

As seguintes observagoes nos ajudam a entender o comportamento de uma funcéo exponencial e, portanto,
como desenhar seu gréfico.

Considere a funcdo exponencial f(x) = a®.

1. Observe que pelas propriedade de poténcias, a® > 0 para todo x real. Assim img(f) = R*, o conjunto
dos numeros reais positivos. Logo o grafico de uma fungao exponencial nao encontra o eixo das abcissas

(eixo Ox).

2. Se a > 1, temos que a® < a¥ se ¢ < y, ou seja, f é uma crescente. Por outro lado, se 0 < x < 1, entao

a® > a¥ se x < y, ou seja, f é uma funcao decrescente.

3. f(0) = a® = 1. Assim, o ponto (0,1) sempre pertence ao grafico da fungio exponencial. E o ponto

onde o grafico da fungdo encontra o eixo das ordenadas (eixo Oy).

4. Se a > 1, entdo a medida que o valor de x cresce positivamente, o valor da funcao f(x) cresce. Para
valores negativos, o valor da fungao fica cada vez mais préximo de zero. Se a < 1, a situagao é oposta.

Essa observaciao segue do fato de f(x) ser crescente/decrescente se ¢ > 1 ou 0 < a < 1.

Exemplo 86. Considere a fun¢io exponencial f(x) = 4%. Sabemos que (0,1) pertence ao grdfico da fun¢io
e como a base € 4, a fungdo € crescente. Assim, para valores de x cada vez maiores, 0s valores da funcao

ficam cada vez maiores. Exemplo: f(5) = 4° e f(100) = 4199,

Por outro lado, para valores de x negativos, por exemplo x = —3, temos que
f(=3)=473=_ = 100156
e

1
f(-5)=4"=—F=— = 2
(=5) ¥~ 100 0,00097656

mas lembrando que sdo valores pequenos, mas sempre positivos.

A Figura[3.18 mostra o grifico da fungao.

Observe como os valores da fungdo ficam arbitrariamente grandes para x positivo (a imagem acima
representa apenas um corte do grdfico). Por outro lado, do lado esquerdo do eizo Ox, ou seja, para valores
negativos de x, os valores da func¢do ficam cada vez mais proximos de zero, de tal forma que mo grdfico
até parece que o valor da funcdo € zero. Mas, olhando com uma lupa, podemos ver que esses valores $ao

pequenos, mas sempre maiores que zero. A Figura[3.19 mostra um zoom na regido entre -8 e -2:

Exemplo 87. Vamos olhar agora um exemplo com base entre 0 e 1. Tomemos como exemplo f(x) = 0.5%.
As mesmas analises se aplicam a este caso, com o detalhe que agora estamos trabalhando com base 0.5.
Logo, a funcao € decrescente. Assim, para valores positivos de x, a funcdo se aproxima do zero, enquanto

para valores negativos, a fungdo cresce indefinidamente. A Figura[3.20 representa o grdfico da fungao.
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8 -6 -4 -2 2

Figura 3.18: Grafico da Funcao f(x) =4*

3 _28 -26 -24 —22

Figura 3.19: Gréfico da Fungao f(z) = 4

15 +f(2)

Figura 3.20: Gréfico da Funcao f(x) = 0.5"

De um modo geral, temos as seguintes configuracoes para o grafico de uma funcao exponencial:

Suponha f(z) = a®. Entdo o gréfico de f esta representado na Figura
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15 { f(x)
O<axl1
a>1
L / i L L :I:\
—4 -2 —1 —-0.5 0.5

Figura 3.21: Gréfico da Fun¢ao f(x) = a” , para a > 1 (esquerda) e 0 < a < 1 (direita)

Faga o esboco do diagrama das seguintes fungoes exponenciais:

1. f(z) = 3°.
2. f(z) = 0.1
3. f(z) =6

4. f(z) =0.8°.

3.7.3 Exercicios

1. Calcule:

3. Simplifique as expressoes:

7
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(a) 24 x 23 =

(b) 33 x 3% =

(g) V2 -

252

4. Calcule:
(a) /61 =
(b) V16
() 9=

(a) f(z)=3"
(b) f(z) = 0.17.
(c) f(z)=6"

() f(z)=0.8".

8. Encontre o valor de

9. Simplifique as expressoes abaixo:

(a) 23 x 2% =

(b) 4 =

3
\/3+ \/15+ \/ 36 + 4v/256
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10. Encontre o valor de x tal que

V28 = /21

11. Faca um esboco do gréfico das seguintes funcgoes:

(a) flz) =2".
(b) f(z) =0.27.

12. Sabendo que f(z) é uma funcao exponencial e que f(1) = 3, determine o valor de f(3).

13. Calcule:

15. Simplifique as expressoes:
(a) 2 x 23 =

(b) 33 x 3% =

Y5z _
(8) ¥ =

16. Calcule:

(a) V64 =

79
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(b) V16 =
() 5=
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3.8 Funcao Logaritmica

O indice pH é uma medida em quimica que mede a acidez e basicidade de uma solugdo. O indice varia em
uma escala de 0 a 14 e pode ser obtida como sendo o logaritmo negativo da concentragao molar de fons
Hs;0T.

Nesta secdo, vamos lembrar a definicdo e os principais resultados referentes a operacao de logaritmos.

3.8.1 Logaritmo

Consideremos a seguinte pergunta: Fixados dois ntimeros reais a e b, com a # 1, qual deve ser o nimero ¢
para que tenhamos a® =1b ?
Para essa pergunta, existe um unico nimero ¢, que vamos chamar de logaritmo de b na base a, e vamos

denoté-lo por log, b. Assim

logesb=c<=a°=0b
Dizemos que ¢ é o logaritmo de b na base a.
Exemplo 88. Vamos olhar alguns exemplos:
1. logy 8 = 3, pois 23 = 8.
2. logs 81 = 4, pois 3* = 81.
3. log, 343 = 3, pois 7> = 343.
4. 10g50.04 = =2, pois 572 = & = & = 0.04.
Observacgao 89.

1. Observe que, no cdlculo de log, b = ¢, os nimeros a e b devem ser positivos, e ainda, a # 1. Por outro

lado, o resultado, ou seja, o valor ¢ pode ser negativo, como mostrado no exemplo acima.

2. A exigéncia de que a # 1 seque do fato de que ndo podemos definir algo como log; 10, pois 1¢ € sempre

igual a 1 para todo c, assim, nao existe um c tal que 1¢ = 10.

Calcule:
1. logy 16 =
2. log 2% =
3. logs 5 =
4. logy 1 =

5. logy V2 =

O préximo resultado fornece algumas observacoes que seguem da definicao de logaritmos:
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Teorema 90. Sejam a,b reais positivos com a # 1 e ¢ um numero real qualquer. Entdo:
1. a°8.b =
2. log, b¢ = clog, b
3. log,1=0
4. log,a=1.

Demonstragao. Os resultados acima seguem da defini¢do de logaritmo. Vamos mostrar a propriedade (2),
ficando a cargo do leitor as demais demonstracoes. Vamos denotar e = log, b. Temos entao que a® = b.
Logo, elevando ambos os termos a poténcia ¢, temos que (a®)¢ = b°, ou seja, a®® = b°. Logo ce = log, b°, ou

seja, clog, b = log,, b°. O

Usando as propriedades bésicas de logaritmo, simplifique as seguintes expressoes:
1. logs 273 =
2. log, 165° =
3. logy /s 42 =

4. log,(2V2) =

Verifique que logs 3% = log, 72 = 2.

Para as operagoes de multiplicagao e divisao dentro de um logaritmo, temos as seguintes propriedades:
Teorema 91. Sejam a,b, ¢ reais positivos, com a # 1. Entdo:

1. log, bc =log, b+ log,, c.
2. log, % =log, b —log, c, se c # 0.

Demonstrag¢do. Vamos demonstrar (1), ficando a cargo do leitor a conclusdo de (2) usando (1).
Vamos denotar e = log, b e f = log, c. Entdo a® = b e af = c. Assim a®a’ = bc, ou seja, a®t/ = be,

donde concluimos que e + f = log, be, ou seja log, b + log, ¢ = log,, be. O

Calcule
1. log,(8-16-64) =
2. log, % =
3. log, 2 +log, 8 =
4. logg3 +logg 2 =

5. logy 12 —log, 3 =
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Em muitas situagoes onde necessitamos calcular o logaritmo, ou seja, encontrar numericamente o valor,
podemos recorrer ao uso das calculadoras. Geralmente, as calculadoras comuns possuem teclas para o calculo
de logaritmos em duas bases: Na base 10 e na base e, onde e é o niimero de Euler, com valor aproximado
e~ 2, 71828....

Normalmente, nas calculadoras o logaritmo na base 10 é representada pela tecla com simbolo log e na
base e é geralmente representada pelo simbolo In. Como sugestao, usando uma calculadora, calcule log 100.
O valor retornado deve ser 2.

Sabendo que a calculadora fornece resultados de logaritmos na base 10 e na base e, como podemos
calcular o logaritmo em outras bases, por exemplo, como calcular logy 5 ?

A resposta a essa pergunta depende do seguinte resultado, conhecido como mudanca de base no logaritmo:

Dados duas bases a e b e um nimero positivo ¢, a relagao entre log, c e log;, ¢ é dada pela expressao

logy, ¢
log, ¢ = 8¢
8a € log, a

Observe que a expressao acima nos permite calcular o logaritmo em qualquer base, dado que conhecemos
o logaritmo em alguma base. Como podemos usar a calculadora para calcular logaritmos na base 10, entao

podemos calcular o logaritmo em qualquer base.

Exemplo 92. Com o auxilio da calculadora, vamos calcular logs 5. Para isso, vamos realizar as sequintes

etapas:

1. Calcular log,y 5 na calculadora. O wvalor obtido € 0,698970004.
2. Calcular logyy 2 na calculadora. O valor obtido € 0,301029996.

3. Pela expressao da mudanca de base, concluimos que

_log;p5  0,698970004
~ logp2  0,301029996

log, 5 = 2,321928095

Com o auxilio de uma calculadora, encontre os valores numéricos dos logaritmos abaixo:

1. logy 7 =

[\

. logy 53 =
3. logg 11 =

4. logg2 =

ot

. log; 23 =
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3.8.2 Funcgao Logaritmica

Uma fungédo logaritmica é uma funcao da forma f(xz) = log, x, onde a é um real positivo tal que a # 1.
Como estamos usando a operacgao de logaritmo, o maior dominio em que a funcao pode ser definida é o
conjunto dos reais positivos.

Como no caso das fungoes exponenciais, vamos realizar um esboco do grafico de uma fungao logaritmica
através de algumas observagoes em relagao ao comportamento da fungao:

Considere uma funcao logaritmica f(x) = log, .

1. Do fato de que log, a® = blog, a = b para todo real b, concluimos que a fungdo f é sobrejetora. Assim,

a imagem da funcao f é R.

2. Se a > 1, temos que log, x < log, y se x < y, ou seja, f ¢ uma crescente. Por outro lado, se 0 < a < 1,

entao log, x > log, vy se x < y, ou seja, f é uma fungdo decrescente.

3. f(1) =log, 1 =0. Assim, o grafico da funcao logaritmo sempre encontra o eixo das abcissas no ponto

(1,0).
4. f(a) =log,a =1. Assim, o ponto (a, 1) sempre pertence ao grafico da fungao logaritmica.

Exemplo 93. Vamos fazer um esbogo do grdfico da funcao f(x) =log,x. Observe que a base é maior que
1, logo a fungdo € crescente. Assim, para valores cada vez maiores de x, obtemos imagens f(x) cada vez
maiores. Como observado acima, o grdfico da fungdo deve conter os pontos (1,0) e (2,1). O grifico da

fungao é mostrado na Figura[3.29

—3

Figura 3.22: Gréfico da Funcao f(x) = log, =

Exemplo 94. A Figum exibe o grdfico da funcao f(x) = logy 5 x.

De um modo geral, temos as seguintes configuragoes para o grafico de uma fungao logaritmica: Suponha

f(x) =log, x. Entéo o gréifico de f é de uma das formas como apresentado na Figura
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Figura 3.24: Gréfico da Fungao f(x) = log, x, para a > 1 (esquerda) e 0 < a < 1 (direita)

Faca um esboco do gréfico das seguintes funcgoes:
1. f(z) =logs x
2. f(x) =log 5
3. f(z) =logy, x
4. f(x) =logs x

5. f(x) =log; x

3.8.3 Exercicios

1. Calcule:

(a) log, 16 =
(b) log2i =
(c) logs5 =
(d) log, 1=

(e) logy V2 =
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2. Simplifique:

(a) logs 273 =

(b) log, 165° =

3. Verifique que logs 3% = log, 7% = 2.
4. Calcule
(a) log,(8-16-64) =
(b) logs % =
(c) log,2+1og, 8 =
(d) logg 3 +logs2 =
(e) logy 12 —log, 3 =
5. Com o auxilio de uma calculadora, encontre os valores numéricos dos logaritmos abaixo:

(a) logy, 7=
(b) logys3 =
(c) logs 11 =
() logy 2 =

(e) log,23 =
6. Faca um esbogo do grafico das seguintes funcoes:

(a) f(x) =logy s
(b) f(z) =log 5
() f(x) =Tog, =
(@) f(z)=logy

(e) f(z)=logr

86
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3.9 Funcoes Trigonométricas

Nesta segdo, vamos estudar as fungdes trigonométricas. Mais especificamente, as fungdes sen(zx), cos(x) e
tan(x). Para isso, necessitamos fazer uma breve revisao de trigonometria.

3.9.1 Circulo trigonométrico

Vamos relembrar as defini¢oes de seno, cosseno e tangente. Considere o seguinte triangulo retangulo:

o ]
b

Figura 3.25: Triangulo Retangulo

Temos as seguintes definigoes:
a

1. Seno do angulo a: sen(a) = 2

2. Cosseno do angulo a: cos(a) = 2.

3. Tangente do dngulo a: tan(a) =

a
b

Do Teorema de Pitdgoras, a® + b?> = ¢ obtemos a seguinte relacdo

ou seja,

sen’(a) + cos?*(a) = 1

que é valida para qualquer angulo a. Essa igualdade é denominada de relagao fundamental da trigonometria.

Em um triangulo retangulo, a tangente de um de seus angulos agudos é 2. Sabendo-se que a hipo-

tenusa desse triangulo é 5, o valor do seno desse mesmo angulo é?
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Utilize a Figura para provar que tan(a) = sen(a)

cos(a)

Observagao 95. Graus e Radianos

Por convengdo, utilizamos radianos para medida de angulos. Como exemplo, quando calculamos sen(r),
estamos pensando no seno do angulo de w radianos, e ndo ™ graus.

Para trabalhar com radianos e graus, basta lembrar que 7 radianos € igual a 180°, e usar regra de trés

simples.

Qual o valor de 3602 em radianos?

Quanto vale 5 radianos em graus?

Com o auxilio de uma calculadora, calcule o valor cos(r).

Para entendermos melhor algumas propriedades das funcoes trigonométricas, é interessante considerar o

circulo trigonométrico (Figura |3.26)).

tan(«)

Figura 3.26: Circulo Trigonométrico

O Circulo trigonométrico é um circulo de raio 1. Para cada valor de ¢, imaginamos um ponto (em verde
escuro) de tal forma que o raio da circunferéncia forma um angulo exatamente igual a o em relagdo ao eixo
das abcissas. Para valores positivos de «, o ponto se move no sentido anti-horario, enquanto para valores
de a negativo, o ponto se move no sentido horario.

Usando as relagoes trigonométricas no triangulo retangulo que tem hipotenusa dado pelo raio azul, vemos
que, dado o angulo «, entdo sen(a) corresponde ao cateto oposto ao angulo (segmento vermelho), enquanto

cos(a) corresponde ao cateto adjacente (segmento em verde). Ou seja, sen(a) corresponde a altura do ponto
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verde escuro, enquanto cos(a) é a distancia na horizontal. Por fim, tan(a) corresponde ao segmento de reta

em amarelo.

3.9.2 Funcgoes Seno, Cosseno e Tangente

Vamos utilizar a representacao do Circulo trigonométrico para obter algumas propriedades das fungoes
trigonométricas. Comecamos com a fungao seno:

A funcdo seno f(a) = sen(a).
1. Dominio: Reta real R. Observe que podemos calcular o seno de qualquer angulo.

2. Imagem: Entre -1 e 1. Como discutido acima, o seno de um angulo « corresponde a altura do ponto
verde escuro na circunferéncia de raio 1 (ver Figura [3.26)). Logo, pode variar de —1 (caso em que o

. . A 3 4
ponto verde escuro esta no ponto mais baixo, que corresponde ao angulo de =¢) até 1 (caso em que o

ponto verde escuro esta no ponto mais alto, que corresponde ao angulo de 7).

A Figura mostra o grafico da funcgao sen(«).

(¥)

‘ o
-1 -5 ) 0
0.5+

Figura 3.27: Grafico da Fungao Seno

Observe que, quando o ponto verde escuro da Figura [3.26] completa uma volta, ou seja, o valor de « é

maior que 27, os valores de sen(«) comegam se repetir. Dizemos nesse caso que a fungdo seno é periddica:

Definicao 3.16

Dizemos que uma funcao f(x) é periddica se existe um nimero positivo p tal que

flz+p)=f(z)

para todo x.

A funcao seno satisfaz

sen(a + 2m) = sen(«)

para todo . Logo, a funcao seno é periédica, de periodo 2.

A fungéo cosseno f(x) = cos(z).
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1. Dominio: Reta real R.

2. Imagem: Entre -1 e 1.

iy

Figura 3.28: Grafico da Fungao Cosseno

Na Figura indique qual é o grifico da fungdo sen(a) e qual é o gréfico da fungao cos(a).

(Dica: Neste caso, basta verificar qual o valor de sen(0) e cos(0)).

—2 1

Figura 3.29: Funcoes Seno e Cosseno

Observando a Figura[3.29] notamos que os graficos das fungoes Seno e Cosseno sao semelhantes, a menos

de um deslocamento. Essa propriedade pode também ser observada no Circulo trigonométrico, apresentado

na Figura [3.30]

Pela Figura [3.30] observamos que

sen(a) = % = cos(% —a)
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- —

b

Figura 3.30: Diferenca das Fungoes Seno e Cosseno

Definicao 3.17

Dizemos que uma funcao f(x) é:
1. Par, se f(—z) = f(x) para todo x

2. Impar, se f(—z) = —f(z) para todo x.

Na Figura representamos o dngulo a e o angulo —a. Observe que, o sen(a) e o sen(—a) séo

invertidos, enquanto o cos(a) e cos(—a) sao exatamente iguais. Concluimos assim que
e A fungao sen(x) é impar;

e A fungdo cos(z) é par.

WV

Figura 3.31: Paridade das Fungoes

Concluimos essa secao com a fungao tangente:
A funcao tangente f(x) = tan(z).

sen(a)
cos(a) *

1. Dominio: Observe que tan(a) = Logo, nao podemos calcular tan(a) para os angulos « que

anulam o cosseno. Assim, o dominio de definicao da fungao tangente é {z € R: x # %F, n € N}.
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2.

Imagem: R

A Figura [3.32 representa o gréafico da fungao tangente.

—100 *

Figura 3.32: Grafico da Fungao Tangente

1. A fungéo tan(x) é par ou impar?

2. A fungao tan(z) é periddica?

3.9.3 Exercicios

10.

. Resolva a equacdo trigonométrica sin(x) = & no intervalo 0 < z < 2.

2

Prove que sin?(x) 4 cos?(z) = 1 para qualquer valor de .

Encontre o valor de 6 no intervalo 0° < 8 < 360° que satisfaga a equagao tan(d) = 1.
Se tan(z) = 2 e x estd no primeiro quadrante, encontre sin(z) e cos(z).

Determine o periodo e a amplitude da fungao f(z) = 3sin(2x).
Resolva a equagdo cos(2x) = 0 no intervalo 0 < x < 2.

Encontre todos os valores de = que satisfacam a equagao sin(z) = sin (%
Faga um esbogo da funcao f(z) = 3sen(z).

Faca um esbogo da funcao f(x) = 2cos(xz/2).

Faga um esbogo da funcao f(x) = zsen(z).

) no intervalo 0 < z < 27.
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